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Elementos Matematicos 3

Capitulo 1

Elementos matematicos

En este capitulo presentamos algunos elementos y conceptos matematicos
que complementaran los que los alumnos encontraran en el apéndice del li-
bro [1], utilizado como referencia para este curso. Estos conceptos involucran
definiciones, propiedades y teoremas que corresponden a distintas areas de la
matematica, habitualmente denominada de manera genérica como matemati-
ca superior, que comprenden: espacios métricos, topologia, algebra abstracta,
andlisis funcional y espacios funcionales entre otras. No intentamos ser ex-
haustivos, sino tan sélo presentar algunas nociones elementales para facilitar
el estudio y seguimiento de la literatura cientifica de uso corriente para inge-
nierfa. Para un mayor dominio y comprensiéon de cada tema, debera recurrirse
a las referencias donde se encontrardn libros especificos para cada uno de los
temas aqui desarrollados.

Para ayudar a la ubicacién contextual, de manera general diremos que

[2:

» El andlisis real es la rama de la matematica que se ocupa de los niime-
ros reales y sus funciones. Se puede ver como una extensién rigurosa
del calculo, que estudia mas profundamente las sucesiones y sus limi-
tes, continuidad, derivacién, integracion, y las sucesiones de funciones.
Ademas empieza un proceso de abstraccion cuyo sendero pasa por la
topologfia.

» El espacio topoldgico (sec]l.1)) es la nocién de base de la topologia
elemental, dominio que sélo depende de la teoria de conjuntos (no
estd construido a partir de otra cosa), y que tiene consecuencias impor-
tantes en el campo del analisis porque permite definir rigurosamente la
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Elementos Matematicos 4

continuidad y los limites.

= Un espacio métrico (sec. es un tipo particular de espacio topologi-
co, donde esta definida una distancia entre puntos. Corresponde al caso
muy comun en que se dispone de una nocién de distancia sobre el es-
pacio.

» El Algebra abstracta es el campo de la matematica que estudia las
estructuras algebraicas como las de grupo, anillo, cuerpo o espacio vec-
torial. Muchas de estas estructuras fueron definidas formalmente en
el siglo XIX, y, de hecho, el estudio del algebra abstracta fue motiva-
do por la necesidad de més exactitud en las definiciones matematicas.
El estudio del dlgebra abstracta ha permitido observar con claridad lo
intrinseco de las afirmaciones légicas en las que se basan todas la ma-
tematica y las ciencias naturales, y se usa hoy en dia practicamente en
todas las ramas de la matematica. Ademas, a lo largo de la historia,
los algebristas descubrieron que estructuras légicas aparentemente di-
ferentes muy a menudo pueden caracterizarse de la misma forma con
un pequeno conjunto de axiomas.

El término algebra abstracta se usa para distinguir este campo del
algebra elemental o del algebra de la escuela secundaria que muestra
las reglas correctas para manipular formulas y expresiones algebraicas
que conciernen a los nimeros reales y nimeros complejos. El algebra
abstracta fue conocida durante la primera mitad del siglo XX como
algebra moderna.

= El analisis funcional es la rama de las matematicas, mas especifica-
mente del andlisis, que trata del estudio de espacios de funciones. Tie-
nen sus raices histéricas en el estudio de transformaciones tales como
transformacién de Fourier y en el estudio de las ecuaciones diferenciales
y ecuaciones integrales. La palabra funcional se remonta al cdlculo de
variaciones, implicando una funcién cuyo argumento es una funcién.
Su uso en general se ha atribuido a Volterra.

En la visién moderna inicial, se consideré el analisis funcional como el
estudio de los espacios vectoriales normados completos sobre los reales o
los complejos. Tales espacios se llaman FEspacios de Banach. Un ejem-
plo importante es el espacio de Hilbert, donde la norma surge de un
producto escalar. Estos espacios son de importancia fundamental en la

Transformada Ondita-Teoria y Aplicaciones - 2007



Elementos Matematicos 5

formulaciéon matematica de la mecanica cuéntica. Para cualquier ntiime-
ro real p > 1, un ejemplo de un espacio de Banach viene dado por los
espacios LP.

Maés general y modernamente, el analisis funcional incluye el estudio de
los espacios de Fréchet y otros espacios vectoriales localmente convexos
y aun topoldgicos.

Un objeto importante de estudio en analisis funcional son los operado-
res lineales continuos definidos en los espacios de Banach y de Hilbert.
Estos conducen naturalmente a la definicién de C*-algebra y otras alge-
bras de operadores.

En matemadticas, un espacio funcional es un conjunto de funciones de un
conjunto X a un conjunto Y, de una clase dada. Se llama un espacio porque en
la mayoria de las aplicaciones, es un espacio topoldgico o un espacio vectorial.
Los espacios funcionales aparecen en varias areas de las matematicas:

= en la teoria de conjuntos, el conjunto de partes de un conjunto X se
puede identificar con el conjunto de todas las funciones de X en {0,1}
(funciones caracteristicas);

= en el algebra lineal el conjunto de toda las transformaciones lineales
del espacio vectorial de V' en otro, W, sobre el mismo cuerpo, es en
si mismo un espacio vectorial;

= en el andlisis funcional se ve lo mismo para las transformaciones lineales
continuas, incluyendo topologias en los espacios vectoriales subyacen-
tes, y muchos de los ejemplos principales son espacios funcionales con
topologia;

= en la topologia, uno puede procurar poner una topologia en las funcio-
nes continuas del espacio topolégico X a otro E, cuya utilidad depende
de la naturaleza de los espacios;

= en la topologia algebraica, el estudio de la teoria de la homotopia es
esencialmente el de invariantes discretos de espacios funcionales;

= en la teoria del proceso estocastico, el problema técnico basico es cémo
construir una medida de probabilidad en un espacio funcional de tra-
yectorias del proceso (funciones del tiempo);
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= en la teoria de categorias el espacio funcional aparece como bifuntor
candnico de representacién pero como funtor simple de tipo [X, -] como
funtor adjunto, a un funtor del tipo (Xx -) en objetos;

= en el calculo lambda y la programacién funcional, tipos de espacio
funcional se utilizan para expresar la idea de funcion de orden superior.

= en la teoria de dominios, la idea bésica es encontrar construcciones de
un orden parcial que pueda modelar célculo lambda, creando una buena
categoria cartesiano cerrada.

= Otra idea relacionada desde la fisica es el espacio de configuracion. Esto
no tiene un significado tnico, pero para N particulas moviéndose en una
Variedadﬂ M puede ser el espacio de posiciones M N o el subespacio
donde no hay dos posiciones iguales. Para tomar en cuenta la posicion
y los momentos uno se mueve al fibrado cotangente. Las configuraciones
de una curva serfan un espacio funcional de alguna clase. En la mecanica
cuantica una formulacién acentiia las historias como configuraciones.
En breve, un espacio de configuracién es tipicamente “la mitad” (ver
distribucién lagrangiana) del espacio de fase que se construye desde un
espacio funcional.

! Una variedad es el objeto geométrico estdndar en matemdtica, que generaliza la
nocién intuitiva de curva (1-variedad) o superficie (2-variedad) a cualquier dimensién y
sobre cuerpos variados (no forzosamente el de los reales); y son el elemento teorico para
la teoria de control no lineal y sistemas no lineales. Existen diversas variantes utilizadas
segun el dominio particular considerado:

o variedades diferenciables: son como las superficies lisas (sin puntos angulosos) y ge-
neralmente reales, donde se pueden definir en cualquier punto vectores (o planos)
tangentes; estan utilizadas por la teoria de los grupos de Lie, por el calculo diferen-
cial sobre los espacios topoldgicos més generales (que se utilizan en mecdnica, por
ejemplo);

e wvariedades algebraicas: son curvas o superficies definidas como raices de polinomios
de varias variables generalmente complejas;

e variedades aritméticas: son casos particulares de variedades algebraicas, mas espe-
cializadas, para las aplicaciones orientadas a la teoria de nimeros. El cuerpo de
referencia es el de los niimeros racionales, o una de sus extensiones.

Un poco més formalmente, podemos decir que una variedad de dimensién n es un espacio
que se parece localmente a R™. Esto nos hace pensar que una variedad esta compuesta de
parches n-dimesionales, que donde los parches se traslapan estan pegados topolégicamente
(ver variedad diferenciable).
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Los espacios de configuracién se relacionan con la teoria de trenzas,
también, puesto que la condicién en una cuerda de no pasar por si mis-
ma es formulada cortando diagonales de los espacios funcionales.

I.1. Espacios topolégicos

Los conceptos de conjunto abierto y vecindad pueden definirse mediante
una métrica en el espacio considerado. Otro camino es, sin definir métrica al-
guna en conjunto dado, definir directamente, mediante axiomas, el sistema de
conjuntos abiertos. Este camino conduce a los espacios topologicos; respecto
de éstos, los espacios métricos representan un caso, aunque muy importante,
especial.

Definicién 1.1 Sea X un conjunto cualquiera. Se llama topologia en X a
todo sistema T de subconjuntos G de X que verifica las siguientes condiciones:

» FEl propio conjunto X y el conjunto vacio pertenecen a .

w La union U,G, de un nimero cualquiera (finito o infinito) y la inter-
seccion Mp_, Gy de un nimero finito de conjuntos de T, pertenecen a
-

El par (X, T) se denomina espacio topoldgico. Los conjuntos pertenecientes
al sistema T se denominan abiertos.

Un espacio métrico esta constituido por un conjunto de puntos y una métri-
ca introducida en dicho conjunto; de la misma forma un espacio topolégico
esta constituido por un conjunto de puntos y una topologia introducida en
él. Por lo tanto, definir un espacio topoldgico quiere decir definir un conjunto
X y una topologia en él, es decir, indicar aquellos subconjuntos que se con-
sideran abiertos en X.

Esta claro que en un mismo conjunto se pueden introducir diferentes topo-
logias, convirtiéndolo de este modo en diferentes espacios topolégicos. Sin
embargo, se denota el espacio topoldgico (X, 7) con sélo una letra, digamos
T.

Los conjuntos T'— G (se lee: “T" menos G”), complementarios a los abiertos,
se llaman conjuntos cerrados del espacio topologico T'. Se tiene asi que:

1. El conjunto @ y todo el espacio T son cerrados.
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2. La intersecciéon de un numero cualquiera (finito o infinito) y la unién
de un numero finito de conjuntos cerrados son cerrados.

Ejemplo 1.1 Sea T un conjunto arbitrario. Consideramos como abiertos a
todos sus subconjuntos. Es obuvio entonces que se cumplen los axiomas de
la definicion y obtenemos entonces un espacio topologico. En €l todos los
conjuntos son a la vez abiertos y cerrados y por lo tanto, cada uno coincide
con su clausurdl.

Ejemplo 1.2 En el otro extremo se puede considerar en un conjunto abierto
arbitrario X la topologia compuesta por solo dos conjuntos: el propio conjunto
X y el conjunto vacio (. Aqui la clausura de todo conjunto no vacio coincide
con todo X. FEste espacio topologico, que no representa gran interés, suele
llamarse “espacio de puntos pegados”.

Definicién 1.2 St X e Y son dos espacios topologicos, y f una funcion de
X aY. Entonces se dice que f es un homeomorfismo de X en'Y siy solo si
se cumple lo siguiente:

1. f es biyectiva (uno a uno y suryectiva)
2. f es continua

3. 71 (la inversa de f) es continua

St f: X — Y es un homeomorfismo, Y se dice homeomorfo a X. Si dos
espacios son homeomorfos entonces tienen eractamente las mismas propie-
dades topologicas.

I1.2. Espacios métricos

En matematica, un espacio métrico es un tipo particular de espacio to-
polodgico, donde esta definida una distancia entre puntos , corresponde al caso
muy comun en que se dispone de una nocién de distancia sobre el espacio.

Definicién 1.3 (Espacio métrico) Un espacio métrico es un conjunto M
(cuyos elementos se denominan puntos) con una funcion distancia asociada
(también llamada una métrica) d : M x M — IR (donde IR es el conjunto de
los nimeros reales). Para todo x, y, z en M, esta funcion debe satisfacer las
siguientes condiciones:

2Se denomina clausura de un conjunto al conjunto cerrado mas pequeno que lo contiene.
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1. d(x,y) >0

2. d(z,z) =0 (reflezividad)

3. st d(z,y) =0 entonces x =y (identidad de los indiscernibles)
4. d(z,y) =d(y,x) (simetria)

5. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdad triangular).

Observacion: Los conjuntos abiertos de cualquier espacio métrico veri-
fican los axiomas de la definicién de un espacio topoldgico, por lo tanto, todo
espacio métrico es un espacio topolégico.

1.2.1. Otras definiciones

» Se llama bola (abierta) centrada en a € M y de radio r € R*, al

conjunto {x € M/d(z,a) < r} C M. Se denota usualmente como
B(a,r) o como B,(a).

» Se llama bola cerrada centrada en a € M y de radio r € R, al conjunto
{z € M/d(z,a) <r} C M. Se denota usualmente como Bc(a,r) o por
B(a,r), donde B se lee como la clausura de B.

En anélisis matematico, una sucesion de Cauchy es una sucesion tal que la
distancia entre dos elementos se va reduciendo a medida que se avanza. Se
llama asi en honor al matematico francés Augustin Louis Cauchy. Su interés
radica en que se puede verificar que una sucesion es de Cauchy sin conocer
el punto de convergencia.

Definicién 1.4 (Sucesién de Cauchy) En un espacio métrico (X,d), una
sucesion {xy} se dice de Cauchy si para todo € > 0 existe un N. en los
naturales, tal que para todo n,m > N, se verifica que la distancia entre dos
elementos d(x,, x,,) es inferior a €, i.e.:

Ve>0, 3 N.eN, tal que d(x,,x,)<e sin,m> N..

Es facil demostrar que toda sucesion convergente es de Cauchy, sin em-
bargo no toda sucesién de Cauchy es convergente. Por ejemplo, en (0,2), la
sucesion {%} es de Cauchy pero no es convergente, pues su limite es cero y
éste no esta en el espacio donde definimos la sucesion.
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Definicién 1.5 (Espacio métrico completo) Dado un espacio métrico, se
dice que es completo cuando toda sucesion de Cauchy converge en él.

Al pesar de lo trivial del ejemplo anterior donde la sucesion de Cauchy no
convergia, en espacios mas abstractos pero no por eso menos familiares, como
los espacios de funciones, demostrar Completitud a veces no es tan trivial.
Una de las razones de esto es que la completitud no se preserva necesaria-
mente con homeomorfismos como pasa con la conexidad y la compacidad.

Intuitivamente, un espacio es completo si “no tiene agujeros”, si no tiene
“puntos faltantes”. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros racionales no es
un espacio completo, porque v/2 es “faltante” atin cuando se quiera construir
una sucesion de niimeros racionales que converja a él.

Ejemplos

La distancia trivial: d(x,y) = 0 si « = y, caso contrario, 1.

Los numeros reales con la funcién distancia d(z,y) = |y — z| dada
por el valor absoluto y, mas generalmente, el n-espacio euclideo con la
distancia euclidea, son espacios métricos completos.

Mas generalmente aun, cualquier espacio vectorial normado es un es-
pacio métrico definiendo d(z,y) = |[y — «||. Si tal espacio es completo,
lo llamamos espacio de Banach.

Si X es un conjunto y M es un espacio métrico, entonces el conjunto
de todas las funciones acotadas f : X — M (i.e. aquellas funciones
cuya imagen es un subconjunto acotado de M) puede ser convertido en
un espacio métrico definiendo d(f,g) = sup,exd(f(z),g(x)) para dos
funciones acotadas cualesquiera f y g. Si M es completo, entonces este
espacio también es completo.

= Si X es un espacio topologico y M es un espacio métrico, entonces
el conjunto de todas las funciones continuas acotadas de X a M for-
ma un espacio métrico si definimos la métrica como antes: d(f,g) =
supgexd(f(z), g(x)) para dos funciones continuas acotadas f y g cua-
lesquiera. Si M es completo, entonces este espacio también es completo.
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» Si M es un espacio métrico, podemos convertir al conjunto K (M) de
todos los subconjuntos compactos de M en un espacio métrico defi-
niendo distancia de Hausdorff:

d(X,Y) =inf{r: paracadax € X existe uny € Y con d(z,y) <r
y para cada y € Y existe un z € X con d(z,y) < r},
simbodlicamente, sea:

R = {reR/(pc. z€X I yeY / dlzy <r)A
(pe. yeY I zeX [/ dzy <r)}

entonces se define la distancia de Hausdorff como:
d(X,Y) = inf R.

En esta métrica, dos elementos estan cerca uno de otro si cada elemento
de un conjunto esta cerca de un cierto elemento del otro conjunto. Se
puede demostrar que K (M) es completo si M es completo.

1.2.2. Axiomas de separabilidad

Aunque muchos conceptos principales de la teoria de espacios métricos
(conjuntos abiertos, entornos, bases, etc.) se extienden facilmente a cualquie-
ra espacio topoldgico, sin embargo, un espacio topolégico arbitrario repre-
senta un ente demasiado general desde el punto de vista de los problemas
del Anélisis. En estos espacios se producen, a veces, situaciones que difieren
de modo sustancial de lo que puede ocurrir en un espacio métrico. Asi , por
ejemplo, en un espacio topoldgico un conjunto finito de puntos puede no ser
cerrado.

Entre los espacios topoldgicos se distinguen espacios que por sus propieda-
des se aproximan a los espacios métricos. Para ello es necesario agregar a los
axiomas ya establecidos en la definicién de espacios topoldgicos algunas con-
diciones adicionales. Condiciones de numembilidadﬁ] que permiten estudiar la
topologia del espacio a través del concepto de convergencia. Otro tipo de con-
diciones adicionales y de naturaleza distinta son los aziomas de separabilidad.

3Un conjunto se dice numerable cuando se puede establecer una correspondencia uno
a uno entre sus elementos y el conjunto de los nimeros naturales

Transformada Ondita-Teoria y Aplicaciones - 2007



Elementos Matematicos 12

T,. Primer axioma de separabilidad: Para dos puntos diferentes cua-
lesquiera x e y del espacio T existe una vecindad O, del punto z, que no
contiene al punto y, y una vecindad O, del punto y que no contiene al punto
x.

Los espacios que verifican este axioma se denominan 7j—espacios.

En un Tj—espacio, todo punto es un conjunto cerrado. Por lo tanto se pude
demostrar que en un Tj—espacio todo conjunto formado por un nimero fi-
nito de puntos es cerrado. Ademas, puede demostrarse que el axioma T3 es
equivalente a pedir que todos estos conjuntos sean cerrados.

El segundo axioma es una acentuacion del primero.

T,. Segundo axioma de separabilidad o axioma de Hausdorff: Pa-
ra dos puntos cualesquiera x e y del espacio topoldgico T' existen vecindades
O, y O, de interseccién vacia.

Los espacios topoldgicos que verifican este axioma se denominan 75—
espacios o espacios de Hausdorff. Todo espacio de Hausdorftf es un 77—
espacio, pero el reciproco no es cierto.

I.3. Espacio compacto

En el andlisis matematico desempena un papel fundamental el siguiente
hecho, conocido como Lema de Heine-Borel:

Lema 1.1 De cualquier cubrimiento del segmento [a,b] de la recta numérica
por medio de intervalos se puede extraer un subcubrimiento finito.

Esta afirmacién contintia siendo valida cuando en lugar de intervalos se con-
sideran conjuntos abiertos cualesquiera: de todo cubrimiento abierto del seg-
mento [a, b] se puede extraer un subcubrimiento finito.

Partiendo de esta propiedad del segmento de la recta numérica, introducimos
el siguiente concepto importante:

Definicién 1.6 (Espacio compacto) Un espacio topoldgico se denomina
compacto, cuando cualquier cubrimiento abierto suyo contiene un subcubri-
miento finito. Un espacio topologico compacto que verifica el axioma de se-
parabilidad de Hausdorff se lama un compacto.

Transformada Ondita-Teoria y Aplicaciones - 2007



Elementos Matematicos 13

La propiedad de compacidad la tienen, ademés de los segmentos, todos los
subconjuntos cerrados acotados de un espacio euclideo de cualquier dimen-
sién. Por el contrario, la recta, el plano y el espacio R? son ejemplos elemen-
tales de espacios no compactos.

Definicién 1.7 Un sistema de conjuntos {A} del conjunto T se denomina
centrado, cuando cualquier interseccion finita N}y A; de elementos del siste-
ma es no vacia.

Teorema 1.1 Para que un espacio topolégico T sea compacto, es necesario
y suficiente que verifique la condicion:

Todo sistema centrado de subconjuntos cerrados de este espacio tiene inter-
seccion mo vacia.

Propiedades

Teorema 1.2 La imagen continua de un espacio compacto es compacto.

Teorema 1.3 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es un com-
pacto.

Teorema 1.4 Todo compacto resulta cerrado en cualquier espacio de Haus-
dorff que lo contiene.

Los dos ultimos teoremas indican que en los espacios de Hausdorff la com-
pacidad es una propiedad interna del espacio, es decir que todo compacto
continlia siendo compacto, aunque sea sumergido en espacios de Hausdorff
cada vez mas amplios.

I.4. Sigma algebra

Una o—élgebra (se lee “sigma-algebra) [6] o o-campo sobre un conjunto X
es una coleccién ¥ de subconjuntos de X que es cerrada bajo las operaciones
de complementacién y uniones numerables de sus elementos. Es el andlogo
numerable de un &lgebra de Boole y toda o-dlgebra representa un algebra
Booleana. El uso principal de las o-dlgebras es en la definiciéon de medidas en
X, constituyendo un concepto importante en analisis matematico y en teoria

de probabilidad.
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Definicién 1.8 (o-algebra) Dado un conjunto X, sea P(X) el conjunto de
todos sus subconjuntos. Se dice que un subconjunto no vacio ¥ de P(X) es
un o—dlgebra si y solo si satisface las siguientes propiedades:

» 51 A € 3, entonces su complemento en X, el conjunto X\ A también
pertenece a 3,

= si {An}, N €s una coleccion numerable de elementos de ¥, su union
U,.eN An también estard en 3.

Esto quiere decir que un subconjunto ¥ debera satisfacer las siguientes tres
condiciones para calificar como un o-dlgebra:

1. Ser cerrado bajo complementacion
2. Ser cerrado bajo uniones numerables
3. Contener al conjunto vacio

De estos axiomas sigue que X y el conjunto vacio () estdn en ¥ (dado
que X no es vacio) y que la o-dlgebra es también cerrada bajo intersecciones
numerables, por las leyes de Morgan:

(ANB)Y = A°UB¢
(AUB)Y = AN B°.

Una medida en X es una funciéon que asigna un ntimero real a cada
subconjunto de X, permitiendo pensar de manera mas precisa en la nociéon
de “tamano” o de “volumen” de un conjunto. Uno podria desear asignar
tal tamano a todo subconjunto de X, sin embargo, el axioma de eleccion
(de la teoria de conjuntos) implica que cuando el tamano en consideracién
es la longitud standard de subconjuntos de la recta real, entonces, existen
conjuntos (conocidos como conjuntos de Vitali) para los cuales no existe
dicho tamano. Por esta razén se hace necesario considerar en cambio un
coleccion mas pequena de subconjuntos de X cuya medida esté definida y
dichos conjuntos constituyen la o-algebra.

Definicién 1.9 (Medida) Una medida p es una funcion definida en una
o-dlgebra sobre un conjunto X y que toma valores en el intervalo extendido
[0, 4+00], tal que verifica las siguientes propiedades:
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» Fl conjunto vacio tiene medida cero:

n(0) = 0;

n I's numerablemente aditiva o o-aditiva:

Si E1, Es, 3, ... es una sucesion numerable de conjuntos mutuamente
disjuntos en X3, es decir si son tales que:

EeY Vi

y ademds
EiNE; =0 sii#j,

entonces se verifica que la medida de la union de todos los E;'s es igual
a la suma de las medidas de cada uno de los Ej;:

It (U Ez) = ZM(Ez)

I.4.1. Ejemplos

1.

Si X es un conjunto cualquiera, entonces, la familia compuesta por sélo
el conjunto vacio y X es una o-algebra trivial sobre X.

Otra og-algebra sobre X estd dada por todo el conjunto de partes de X
(P(X)).

Una coleccion de subconjuntos de X que sea numerable y cuyos com-
plementos sea numerable es una o-algebra, diferente de la de partes de
X siy sélo si X no es numerable.

Si {¥,} es una familia de o-4lgebras sobre X, entonces la interseccién
de todas las ¥, también es una o-algebra sobre X.

Si U es una familia arbitraria de subconjuntos de X, entonces se puede
formar una o-algebra especial a partir de U, denominada la o-dlgebra
generada por U. Se nota con o(U) y se define del siguiente modo. Ob-
servar primero que existe una o-algebra sobre X que contiene a U, que
es el conjunto de partes de X: P(X).

Sea ¢ la familia de todas las o-algebras sobre X que contienen a U (esto
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es, una o-algebra > sobre X estd en ¢ si y solo si U es un subconjunto
de X).

Entonces, definimos ¢(U) como la interseccién de todas las o-algebras
en ¢. o(U) es entonces la menor o-algebra sobre X que contiene a U.
Como ejemplo, considérese el conjunto {1,2,3}. Entonces la o-dlgebra
generada por el subconjunto {1} es o({1}) = {0, {1},{2,3}, X}
Observar que en un abuso de notacién, cuando la coleccion de subcon-
juntos contiene sélo un miembro, ejemplo A, entonces se escribe o(A)
en lugar de o({A}).

6. Un ejemplo importante es el dlgebra de Borel sobre un espacio topologi-
co cualquiera: la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos (o, de
modo andlogo, por los conjuntos cerrados), es decir generada por la
misma topologia de X. En teoria de probabilidades, el dlgebra de Borel
constituye un ejemplo particular. Dada una variable aleatoria, definida
en un espacio de probabilidad, su distribucién de probabilidad es por
definicion, también una medida en el dlgebra de Borel. Este dlgebra es
en los reales, la menor g-algebra en IR que contiene todos los intervalos.
Observar que esta o-algebra no es en general el conjunto de las partes
completo. Un ejemplo no trivial es el llamado conjunto de Vitali [6].

7. En los espacios euclideos IR", una o-algebra de importancia es la de los
conjuntos medibles Lebesgue. Dicha o-algebra contiene més conjuntos
que la o-dlgebra de Borel en IR" y es preferida en teoria de integracion,
dado que provee un espacio de medida completo.

Definicién 1.10 (Espacio de medida y conjuntos medibles) El triple-
te (X,%, u) se denomina espacio de medida, y los elementos de 3 se de-
nominan conjuntos medibles.

Definicién 1.11 (Espacio medible y funciones medibles) El par orde-
nado (X, %), donde X es un conjunto y ¥ es un o-dlgebra sobre X, se dice
es un espacio medible.

Una funcion entre dos espacios medibles se dice es una funcién medible
st la pretmagen de todo conjunto medible es medible.

Las medidas son definidas como cierto tipo de funciones de un o-algebra
en [0, +oc]. Para indicar las o-algebra se suele usar letras mayusculas en lugar
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de X2, con el objeto de evitar la confucién con el operador sumatoria, en este
caso se tendra (X, .A), en lugar de (X, X).

1.4.2. Propiedades de las medidas

Enumeramos en esta seccion sélo algunas de las propiedes mas importan-
tes de las medidas. Muchas mas pueden ser deducidas a partir de la definicion
de medida numerablemente aditiva.

= Monotonia. Una medida p es monétona:
Si Ey y Es son conjuntos medibles, tales que E; C F5, entonces

p(Er) < p(Es).

= Medidas de uniones infinitas de conjuntos de X
Si Ey, FEy, E3, ... es una sucesion numerable de conjuntos en 3, no
necesariamente disjuntos, entonces:

% <U Ez) < ZM(Ei)'

= Medidas de uniones infinitas de conjuntos medibles
Si Ey, Es, E3, ... son conjuntos medibles encajados de modo tal que
E,, es un subconjunto de E, ; para todo n, es decir si:

En C En+17v n, (I].)
entonces la union de los conjuntos FE,, también es medible y
Iz (U E) = lim p(E;). (12)
i=1

= Medida de intersecciones infinitas de conjuntos medibles
Si Ey, Es, Es, ... son conjuntos medibles encajados de modo tal que
E,, 1 es un subconjunto de F,, para todo n, es decir si:

Epi1 C B, ¥ n, (1.3)
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entonces la interseccion de los conjuntos FE, también es medible. Mas
aun, si al menos uno de los F,, tiene medida finita, entonces:

u (ﬂ E) = Il p(E;). (L4)

i=1

Observacién: Esta tltima propiedad es falsa sin la hipotesis de que al me-
nos uno de los conjuntos tenga medida finita. En efecto, sea por ejemplo la
sucesion {F,}, tal que para cada n € N,

E, =[n,00) CR,

que satisfacen la condicién y poseen todos medida infinita. Pero, dado
que su interseccién es vacia, resulta p (2, E;) = 0.

La propiedad sera de fundamental importancia en las propiedades
del analisis multiresolucién de la transformada ondita.

1.4.3. Medidas sigma-finitas

Definicién 1.12 (Espacio de medida finito) Sea (X, X, 1) un espacio de
medida.

» (X, 3, 1) se dice un espacio de medida finito si u(X) es un nimero
real finito (no o).

» (X, X, ) se dice o-finito si X puede descomponerse en una union nu-
merable de conjuntos medibles de medida finita.

s Un conjunto en un espacio de medida posee medida o-finita si es una
union de conjuntos de medida finita.

Observacién: Por ejemplo, los niimeros reales con la medida de Lebes-
gue standard son o-finitos pero no finitos. Considere los intervalos cerrados
[k, k 4 1] para todos los enteros k. Se tiene una cantidad numerable de tales
intervalos, cada uno posee medida 1, y la unién de todos ellos es la recta real.

Considere ahora los niimeros reales con la medida de conteo, que asigna a
cada conjunto finito de niimeros reales, el niimero de puntos en el conjunto.
Este espacio de medida no es o-finito, porque todo conjunto con medida
finita contiene a los sumo un nimero finito de puntos, y seria necesario un
cantidad no numerable de tales conjuntos para cubrir todo el eje real.
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I.4.4. Completitud

Definicién 1.13 Un conjunto medible X se dice un conjunto nulo si pu(X) =
0. Un subconjunto de un conjunto nulo se llama despreciable.

Un conjunto despreciable no necesita ser medible, pero todo conjunto
medible despreciable es automaticamente un conjunto nulo.

Definicién 1.14 Una medida i se dice completa si todo conjunto despre-
ciable es medible.

Una medida puede extenderse a completa considerando la o-algebra de
los subconjuntos Y que difieren en un conjunto despreciable de un conjunto
medible X, esto es, si la diferencia simétricaﬁ] de X e Y estd contenida en un
conjunto nulo. Entonces, por definicién se dice que u(Y') es igual a u(X).

1.4.5. Ejemplos

Algunas medidas importantes son:
» La medida de conteo, definida por u(S) = numero de elementos en S.

= La medida de Lebesgue, que es la inica medida completa invariante
por traslaciones en una o-algebra que contenga intervalos de IR, tal

que 4([0,1]) = 1.

4 La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B, se indica como AAB y es el conjunto
de elementos que estan sélo en uno de dichos conjuntos, pero no en ambos. La operacion
es equivalente a la disjuncién exclusiva (operacién XOR) del dlgebra de Boole.

Por ejemplo, la diferencia simétrica de los conjuntos {1,2,3} y {3,4} es {1,2,4}.
La diferencia simétrica es equivalente a la unién de ambos complemetos relativos, es decir:

AAB=(A—-B)U (B - A)

y también puede expresarse como la unién de ambos conjuntos, menos su interseccién:
AAB =(AUB)—-(ANB),

o con la operacién XOR:

AAB ={z: (z € A) XOR (z € B)}.
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= Medida angulo circular, es invariante ante rotaciones.

= La medida de Haar, para grupos topoldgicos localmente compactos, es
una generalizacién de la medida de Lebesgue y tiene similares propie-
dades de unicidad.

» La medida de Hausdorff que es un refinamiento de la medida de Lebes-
gue para algunos conjuntos fractales.

= Todo espacio de probabilidad da lugar a una medida que toma el valor
1 en todo el espacio (y en consecuencia toma todos sus valores en el
intervalo [0,1]). Una medida de este tipo se denomina una medida de
probabilidad.

» La medida de Dirac pu, esta dada por p,(S) = xs(a), donde x5 es la
funcion caracteristica de S. La medida de un conjunto es 1 si contiene
al punto a y 0 de otro modo.

Otras medidas son: medida de Borel, medida de Jordan, medida Ergddica,
medida de Euler, medida de Gauss, medida de Baire, medida de Radon.

La medida de conteo

La medida de conteo es una forma intuitiva de dar medida a cualquier con-
junto: el “tamano” de un subconjunto se toma como el nimero de elementos
del subconjunto si éste es finito, y como oo si el subconjunto es infinito.

Formalmente, sea un conjunto {2 y considerese la o-algebra X en €2 con-
sistente en todos los subconjuntos de €). Se define una medida g en dicho
o-algebra haciendo p(A) = |A| (JA| indica el cardinal de A, es decir, el
ntimero de elementos del conjunto) si A es un subconjunto finito de 2 y
i(A) = oo si A es un subconjunto infinito de €2. Entonces, (2, X, u) es un
espacio de medida.

La medida de conteo permite traducir muchas afirmaciones sobre los es-
pacios LT en estructuras mas familiares. Si Q2 = {1,2,...,n} y S es el espacio
de medida con medida de conteo en §2, entonces LP(S) coincide con IR"™ (o
con C"), con norma definida por

n 1/p
Iz, = (Z !xi\p>
i=1
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para = (1, Ta,...,Ty).

De manera similar, si se toma {2 como el conjunto de ntimeros naturales
y S es el espacio de medida con la medida de conteo en Q, entonces L (S)
consiste en todas las sucesiones x = (x,,) para las cuales

n 1/p
|z, = (Z |$i|p>

i=1

es finito. Este espacio se escribe generalmente como #7.

La medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue es la manera standard de asignar un longitud,
area o volumen a subconjuntos de un espacio euclideo. Se utiliza, en particu-
lar, para definir la integracién en el sentido de Lebesgue. Aquellos conjuntos
a los cuales se les puede asignar un volumen, se denominan medibles Lebes-
gue. Indicamos con A(A) el volumen o medida de Lebesgue de un conjunto
medible A.

Ejemplos

= Si A es un intervalo cerrado [a, b, entonces su medida de Lebesgue es
b — a. El intervalo abierto (a,b) tiene la misma medida, dado que la
diferencia entre ambos conjuntos tienen medida cero (un punto tiene
medida nula).

» Si A es el producto cartesiano de los intervalos [a,b] v [c, d], entonces
es un rectangulo y su medida de Lebesgue es el area (b — a)(d — ¢).

= El conjunto de Cantor, es un ejemplo de un conjunto no numerable que
tiene medida de Lebesgue cero.

Propiedades
Las medidas de Lebesgue en IR" poseen las siguientes propiedades:

1. Si A es un producto cartesiano de intervalos Iy X Iy X - - - X I,,, entonces
A es medible Lebesgue y AM(A) = |I1| - |I5] - - - |I,,|. Donde |I| indica la
longitud del intervalo I.
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10.

11.

Si A es una union disjunta de una cantidad finita o numerable de con-
juntos disjuntos medibles Lebesgue, entonces A es también medible
Lebesgue y A(A) es igual a la suma (o serie infinita) de las medidas de
los conjuntos medibles involucrados.

Si A es un conjunto medible Lebesgue, también lo es su complemento.

. AM(A) > 0 para todo conjunto medible Lebesgue A.

Si A y B son conjuntos medibles Lebesgue y A es un subconjunto de
B (i.e. A C B), entonces A(A) < A(B). (Consecuencia de 2, 3 y 4)

Las uniones e interecciones numerables de conjuntos Lebesgue son me-
dibles Lebesgue. (Consecuencia de 2 y 3)

Si A es un subconjunto abierto o cerrado de IR", entonces A es medible
Lebesgue.

Si A es un conjunto medible Lebesgue, entonces es “aproximadamente
abierto”y “aproximadamente cerrado” en el sentido de Lebesgue (para
esto debe verse el teorema de regularidad de las medidas, que escapa
al acance de estas notas).

La medida de Lebesgue es al mismo tiempo localmente finita e inter-
namente regular, por lo cual es una medida de Radon.

La medida de Lebesgue es estrictamente positiva[ﬂ, y por lo tanto su
soporte es todo IR".

Si A es un conjunto medible Lebesgue, con A(A) = 0 (el conjunto nulo),
entonces, todo subconjunto de A también es un conjunto nulo.

5Una medida es estrictamente positiva si no es cero nunca o sélo se anula en puntos.Mas
precisamente, se define como sigue:
Sea (€2, 7) un espacio topolégico, y sea F un o-algebra en 2 que contiene la topologia 7,
de modo que todo conjunto abieto en  es medible. Entonces, una medida p : F — [0, +00]
en () se dice estrictamente positiva si todo conjunto abierto no vacio @ # U € T tiene
medida positiva A(U) > 0.
Por ejemplo, la medida de Dirac, es estrictamente positiva, dependiendo de la topologia
de Q. Si damos a R la topologfa trivial, 7 = {&, R}, entonces dy es estrictamente positiva.
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12. Si A es medible Lebesgue y x es un elemento de IR", entonces la tras-
laciéon de A por x definida por A+ 2 = {a+ 2 : a € A}, también es
medible Lebesgue y tiene la misma medida que A: A(A + x) = A(4).

El listado anterior se pude resumir en el siguiente enunciado:

La medida de Lebesgue de conjuntos medibles constituye una o-algebra
que contiene todos los intervalos producto y A es la tinica medida completa,
invariante por traslaciones en dicho o-dlgebra tal que A([0, 1] x [0,1] X - -+ X
0,1]) = 1.

La medida de Lebesgue tiene ademas la propiedad de ser o-finita.

I.5. Espacios normados

En algebra lineal, andlisis funcional y otras areas de la matematica, la
norma es una funcién que asigna un valor real positivo a cada uno de los
vectores del espacio vectorial, que no sea el vector nulo. Una seminorma (o
pseudo-norma) en cambio, puede asignar longitudes nulas a vectores que no
sean el vector nulo. Ejemplos simples son el espacio euclido bidimensional
IR? con la norma Euclidea.

Definicién 1.15 (Norma) Sea (V,+,.) un espacio vectorial sobre un sub-
cuerpo F de los nimeros complejos (F puede ser el cuerpo de los nimeros
complejos o los nimeros racionales, o los numeros reales). Se denomina se-
minorma en V a una funcion p : V. — R tal que a cada x € V le asigna
un nimero real p(x), tal que satisface las siguientes propiedades:

1. p(v) >0, VveV. (Positividad)

2. plav) = |alp(v), Ya € F y Vv € V. (Homogeneidad positiva o escala-
bilidad positiva)

3. p(u+v) < p(u) + p(v) (Desigualdad triangular o subaditividad).
La positividad es una consecuencia de los dos ultimos axiomas de la defini-
cion.
Una norma es una seminorma con la condicion adicional que:

» p(v) =0 siy sdlo siv=0.(Definida positiva)
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Una norma habitualmente se indica como ||v|| en lugar de p(v).

Definicién 1.16 (Espacio normado) Se denomina espacio vectorial semi-
normado al par (V,p), donde V' es un espacio vectorial y p una seminorma
enV.

Se denomina espacio vectorial normado (o espacio normado) al par (V,|].||),
donde V' es un espacio vectorial y ||.|| una norma en V.

Notacién: Suele omitirse p o ||.|| y referise s6lo al “espacio (semi)normado
V7 quedando claro del contexto cual es la (semi)norma considerada.

Atn cuando todo espacio vectorial es seminormado, con la seminorma
trivial (p(z) =0 Va € V), pero no tiene por que ser normado. Todo espacio
vectorial V' con seminorma p puede convertirse en normado construyendo el
espacio cociente V/W, donde W es el subespacio de V' consistente en todos los
vectores v € V tales que p(v) = 0. La norma inducida en V/W esta dada por
[|[W +v|| = p(v) y se puede verificar que estd bien definida. Por mas detalles,
sobre espacio cocientes, consultar bibliografia de Algebra Abstracta.

Si p es una seminorma, vale que

plutv) > |p(u) — p(v)|,

para todo u,v € V. Ademas, toda norma es una seminorma.

I.5.1. Ejemplos
» La seminorma trivial: p(v) = 0 para todo v € V.
» El valor absoluto es una norma en IR.

» Toda forma lineal f : V' — IR en un espacio vectorial V' define una
seminorma en V haciendo p(z) = |f(x)|.

» Las normas Fuclideas en IR" :

n 1/2
||z|| = {fo} , paraz €IR"
i=1

y en C":

n 1/2
21| = {Zw} . paraze
=1
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En un espacio con producto interno, la norma inducida por el producto
interno
z|)? =< 2,2 > .

s La norma-1: .
|z]|1 == Z |24l
i=1

también denominada norma Manhattan.

= La norma-p, para p > 1, en IR:

n 1/p
el = {Zw} |
=1

Ver que la norma Euclidea y la norma 1 son casos particulares (Ver
también los espacios LP en sec .

= La norma infinito o norma mdximo:

lefloo = mitx (jai).

geeay

I.6. Espacios de Banach

Los espacios de Banach son uno de los objetos centrales de estudio del
andlisis funcional y son asi denominados en honor al matemético polaco (ex
Austria-Hungria) Stefan Banach (1892 1945) quien las estudié. Muchos de
los espacios funcionales de dimension infinita estudiados en este area de la
matematica son ejemplos de espacios de Banach.

Definicién 1.17 (Espacio vectorial normable) Un espacio vectorial to-
poldgico se dice normable (seminormable) si la topologia del espacio puede
ser inducida por una norma (seminorma).

Definicién 1.18 (Espacios de Banach) Losespacios de Banach son es-
pacios vectoriales normados completos. Sea (V,+, %) un espacio vectorial so-
bre el campo de los nimeros reales o de los niumeros complejos, con una
norma ||.|| y la métrica inducida por ella en V: d(z,y) = ||z — y||. Se di-
ce que V(+,%,]|.||) es un espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy es
convergente en V' (y lo hace a un elemento de V).
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Observar que dado que la norma induce una topologia en el espacio vectorial,

un espacio de Banach es un ejemplo de un espacio vectorial topoldgico.

I.6.1. Ejemplos

Sea K el cuerpo de los nimeros reales o el de los niimeros complejos.

= Los espacios euclideos de dimension n, K,, donde la norma de x

(21, ..., Tn) es la norma cuadrdtica usual ||z|| = (31, |=i|*)/?,
espacios de Banach.

Son

» El espacio de todas las funciones continuas f : [a,b] — K definidas en

un intervalo real cerrado [a,b] es un espacio de Banach bajo la norma

supremo, definida por ||f|| = sup{|f(z)| : * € [a,b]}. Esta es efec-
tivamente una norma, dado que las funciones continuas definidas en
intervalos cerrados son acotadas. El espacio es completo bajo esta nor-

ma y el espacio de Banach resultante se indica C([a, b]).

Este ejemplo puede generalizarse a C(X) de todas las funciones conti-
nuas de X en K, donde X es un espacio compato, o en el espacio de
todas las funciones acotadas de X en K, donde X es cualquier espacio
topoldgico, o en el espacio B(X) de todas las funciones acotadas de X
en K, cuando X es cualquier conjunto. En cualquiera de estos casos,
podemos multiplicar funciones y el producto estd en el mismo espa-
cio (es decir, la operacion es cerrada), haciendo que todos estos sean

ejemplos también de lo que se denominan dlgebras de Banach.

= Si p > 1 es un nimero real, consideramos el espacio de todas las su-
cesiones (infinitas) x = (z1, 2, v3,...) de elementos de K tales que la
serie »_° |z;|P sea convergente (i.e. sea finita). Se define la norma-p

de la sucesién x como

50 1/p
el = [zm\p] |

i=1

El espacio de todas las sucesiones © = (1, Z2, T3, ...) de elementos de
K tales que la serie > ° |z;|P sea convergente, dotado de la norma-p

es un espacio de Banach y se lo indica [”.
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= El espacio de todas las sucesiones acotadas de elementos en K es el
espacio de Banach [* con la norma del supremo: ||z||syy, es decir, el
supremo de los valores absolutos de los elementos de la sucesion, para
n=1,...,00.

= Si p > 1 es un numero real, se puede considerar el conjunto de todas
las funciones f : [a,b] — K tales que |f|P es integrable Lebesque (Ver
pag. . Se define la norma-p de f como

191l = | /[ @p el v (L5)

Este espacio no es en si mismo un epacio de Banach porque existen
funciones no identicamente nulas cuya norma-p es cero || f||, = 0. Sin
embargo, si se define una clase de equivalencia entre aquella funciones f
y g cuya diferencia tienen norma-p igual a cero, || f—g||, = 0, entonces el
conjunto de las clases de equivalencia constituye un espacio de Banach
que se indica con LP[a,b] y se habla del espacio LP.

Nota Aqui es importante observar que la integral utilizada es la integral
de Lebegue, dado que con la de Riemann no se obtiene un espacio
completo.

= Si X y Y son dos espacios de Banach, su suma directa X & Ytambién
es un espacio de Banach.

= Todo producto interno da lugar a una norma asociada. Un espacio
vectorial con producto interno se llama un espacio de Hilbert si su
norma asociada es completa. Por lo tanto, todo espacio de Hilbert es,
por definicién, un espacio de Banach. El reciproco no siempre es cierto.

En la Biblioteca de la Fac. de Ingenieria de la UNER se encuentran los
siguientes titulos: [3] [ [5] [7]
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bridge, 1999.
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ma regional de desarrollo cientifico y tecnolégico. Washington : OEA.
Secretaria general, 1978.
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Sigma-algebra. [13] [16]
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Capitulo 11

Teoria de la medida e integral
de Lebesgue

En los textos avanzados y articulos cientificos de uso corriente en inge-
nieria es frecuente encontrar referencia a funciones medibles, a la integral
de Lebesgue y a funciones de L', L? o LP. Es por ello que en este capitu-
lo trataremos de presentar algunas de las nociones bésicas relativas a estos
conceptos. Nuevamente aclaramos que no tratamos de realizar un desarrollo
profundo, sino que, siguiendo diversos textos y paginas de internet, solamen-
te presentamos conceptos y explicaremos las ideas centrales de modo tal que
sean facilmente comprendidas para poder abordar con posterioridad la lectu-
ra comprensiva del material especifico. Esto no reemplaza de modo alguno los
libros especificamente destinados a desarrollar en profundidad cada una de
estas tematicas, algunos de los cuales estdan mencionados en la bibliografia.

En matemadtica, la integral de una funcién no negativa puede mirarse, en
el caso mas simple, como el drea comprendida entre el grafico de dicha funcion
y el eje de las abscisas (eje x). La integracién de Lebesgue es una construccién
matematica que extiende la nocién de integral a una clase de funciones més
amplia; también extiende el dominio en el cual dichas funciones pueden estar
definidas y que usa la medida y el concepto de “en casi todas partes” o de
“para casi todo punto”.

Se entiende que para funciones no negativas, con un grafico suficientemen-
te suave, tales como las funciones continuas en intervalos acotados cerrados,
el area bajo la curva puede definirse como la integral y calculada mediante
la técnica aproximacion de la regiéon mediante poligonos. De todos modos,
cuando surge la necesidad de considerar funciones mas generales (por ejem-
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plo, como resultado del proceso de limite del andlisis matematico y en la
teorfa matematica de probabilidad) queda claro que es necesario disponer de
técnicas de aproximacion mas cuidadosas para poder definir adecuadamente
la integral.

La integral de Lebesgue juega un rol importante en la rama de la ma-
tematica denominada andlisis real y en muchos otros campos de las ciencias
matematicas.

La integral de Lebesgue se denomina de este modo en honor al matematico
francés Henri Leén Lebesgue (1875-1941).

II.1. Aspectos histéricos

Como dijéramos, la integracién es una operacién matematica que se co-
rresponde informalmente con la idea de encontrar el area bajo el grafico de
una funcion. La primera teoria de integracién fue desarrollada por Arquime-
des en el siglo 3 (aC), con el denominado método de cuadraturas, pero pudo
aplicarse sélo a un nimero limitado de casos con un alto grado de simetrias
geométricas. En el siglo XVII, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz
descubrieron, independientemente, que la integracién era por asi decirlo, la
operaciéon inversa de la derivacion y sentaron las bases de lo que hoy es
el calculo diferencial e integral. La contribucién principal de ambos fue el
Teorema Fundamental del Célculo. Proporcionaron los elementos simbdlicos
basicos para los posteriores desarrollos de la matemaética y fisica moderna.
Sin embargo, a diferencia del método de Arquimedes, que se basaba en la
geometria Euclideana, el método propuesto por Newton y Leibnitz no tenia
bases rigurosas.

En el siglo XIX, Augustin Cauchy desarroll6 finalmente una teoria rigu-
rosa de limite, y Bernhard Riemann (1826-1866) la continué formalizando,
dando lugar a lo que hoy es conocido como la integral de Riemann, que se
aprende en los cursos de calculo elemental. Para definir esta integral, se cu-
bre el area bajo el grifico de la funcién con rectangulos de tamano cada
vez menor y se toma el limite de las sumas de las areas de los rectangulos
en cada etapa. Sin embargo, para algunas funciones, el area total de dichos
rectangulos no tiene limite (i.e. no se aproxima a un nimero), y por lo tanto
no poseen integral de Riemann.

Dos ejemplos simples de funciones que no son integrables Riemann son
son las funciones 1/z en el intervalo real [0,b] y la 1/2? en cualquier intervalo
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que contenga al cero. Son intrinsecamente no integrables, dado que el area
que la integral de Riemann deberia representar es infinita. En otros ejem-
plos, el integrando posee muchas discontinuidades. Un ejemplo extremo de
esta situacion es la funcién caracteristica de los niimeros racionales (ver mas
adelante).

Si consideramos el area bajo la curva definida por 1/z en un intervalo
entre —a y b para a y b positivos, el area serd 4+oo a ambos lados de 0.
Sin embargo, es posible definir el area en este caso y obtener el area neta
por limite, haciendo f:ad 1/xdx f; 1/xdz, para d > 0 y tomando el limite
para d — 0. En este caso hemos calculado el valor principal de la integral.
Esto es posible para funciones como la 1/x cuyas areas infinitas tienen igual
magnitud y signos opuestos en parte del intervalo de integracion y pueden
cancelarse mutuamente.

En 1907 Lebesgue [4] propuso un nuevo método de integracién para re-
solver este tipo de problemas. En lugar de utilizar las areas de rectangulos,
que pone la atencion en el dominio de la funcion, Lebesgue buscaba en el
codominio de la funcién su unidad fundamental de area. La idea de Lebesgue
era construir primero la integral para lo que denominaba funciones simples,
funciones medibles que sélo tomaran un nimero finito de valores. Luego la
definié para funciones méas complicadas, como la menor cota superior de to-
das las integrales de funciones simples que fueran menores que la funcién en
cuestion.

La integral de Lebesgue tiene la propiedad de que toda funciéon que posea
integral de Riemann también es integrable segin Lebesgue y para dichas
funciones, ambas integrales coinciden. Pero existen muchas funciones que
son integrables segiin Lebesgue, pero no poseen integral Riemann.

Una manera didéctica de entender la diferencia entre la integral de Rie-
mann y la de Lebesgue, fue propuesta por el mismo Lebesgue. Supongamos
que tenemos una canasta con billetes de $5, $10, $20, $50 y $100 y desea-
mos saber cuanto dinero tenemos. Podemos contar el dinero de dos formas
diferentes:

a) Sacamos los billetes de a uno y vamos sumando sus valores;

b) Agrupamos los billetes por su valor y contamos cuantos tenemos en
cada grupo, multiplicando luego dicha cantidad por el valor correspon-
diente y sumamos todo.

Aunque ambas formas de contar nos va a dar el mismo resultado, es claro que
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la segunda es mas eficiente que la primera. La primera forma se corresponde
con la idea de cémo se calcula la integral de Riemann y la segunda con la
de Lebesgue. Sin embargo, para funciones que no sean escalonadas (es decir,
que no sean de las denominadas funciones simples), no es evidente que el
método de Lebesgue de el mismo resultado que el de Riemann.

Como parte de los desarrollos integrales de Lebesgue, el matematico in-
ventd el concepto de medida de Lebesgue, que extiende la idea de longitud
de los intervalos a una clase mucho mas grande de conjuntos, denominados
conjuntos medibles (por lo tanto, las funciones simples son funciones que to-
man solo un nimero finito de valores y cada valor se toma en un conjunto
medible). La técnica de Lebesgue para ajustar una medida en una integral
se generaliza facilmente a muchas otras situaciones, dando lugar al campo de
la matematica conocido como Teoria de la medida.

I1.2. Limitaciones de la integral de Riemann

La integral de Riemann sélo esta definida en intervalos acotados y su
extencién a intervalos infinitos sélo se puede realizar como una integral im-

propia, haciendo:
/ F@ydt = tim [ F(e)dt

T—00
—T

Pero esta extension no funciona de manera apropiada. Una propiedad
bésica, la invariancia por traslaciones, no es satisfecha. ;Qué quiere decir
ésto?. La integral Riemann de una funcién no deberia cambiar si se traslada
la funcién hacia la derecha o hacia la izquierda. Por ejemplo, sea f(x) = 1
para x >0, f(0) =0,y f(x) = —1 para z < 0. Entonces,

/f t)dt = /f dt+/f t=—z+12=0

para todo z. Pero, si trasladamos f(z) hacia la derecha una unidad para
tener f(z — 1), resulta

/I f(t—l)dtzfl f(t—l)dt+/xf(t—1)dt:—(x+1)+(x—1):—2

para todo = > 1.
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Como esto no es aceptable, podemos intentar otra alternativa:

o0 b
/ F(#)dt = lim lim / F(t) dt.
o a——00b—oo J,
Sin embargo, si tratamos de integrar la funciéon anterior de esta forma, obte-
nemos +o00, dado que tomamos primero el limite para b tendiendo a infinito.
Si cambiamos el orden de los limites, tenemos —oo.

Observamos que para que exista la integral, deberiamos obtener el mismo
valor, independientemente del orden.

Otro problemas es que la integral de Riemann no conmuta con limites
uniformes. Por ejemplo, si consideramos f,(z) = 1/n en el [0,n] y 0 para
cualquier otro x, tendremos que para todo n, f% fndx = 1. Por otra parte
fn converge uniformente a cero, entonces la integral de lim f, es cero. En
consecuencia [ fdx # lim [ f, dz. Esto muestra que el importante criterio
de intercambio de los signos de limite y de integral (propia) es falso cuan-
do trabajamos con integrales impropias, haciendo a la integral Riemann no
apropiada para muchas aplicaciones.

II.3. La integral de Lebesgue

La integral de una funcién f entre los limites a y b puede interpretarse
como el area bajo del grafico de f. Esto es facil de interpretar en funciones
como polinomios, pero no es tan intuitivo para funciones mas raras. En ge-
neral, ;jpara qué tipo de funciones es que tiene sentido pensar en el “area
bajo la curva”?. La respuesta a esta pregunta posee importancia tedrica y
practica.

Recordemos que, conceptualmente, la integral de Riemann (conocida co-
mo la integral definida de f en el intervalo [a, b]) lo que hace es construir una
sucesion de integrales de facil calculo que convergen a la integral de la fun-
cion dada. Esta definicién es exitosa en el sentido que proporciona respuesta
a muchos problemas ya resueltos y da resultados tltiles para muchos otros
problemas.

Sin embargo, la integracion de Riemann, no interactia adecuadamente
cuando, al tomar los limites de las sucesiones de funciones, el proceso se
torna complicado de analizar. De principal importancia son, por ejemplo, en
el estudio de las series de Fourier, en las transformadas de Fourier y otros
temas. La integral de Lebesgue describe mejor cémo y cudndo es posible
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tomar limites bajo un signo de integral. La definicién de Lebesgue considera
una clase diferente de integrales, de facil calculo y permite calcular la integral
de un espectro mas amplio de funciones que la integral de Riemann. Asi por
ejemplo, la funcién de Dirichlet (la funcién caracteristica de los muimeros
racionales ) ), que vale 1 cuando el argumento es racional y 0 para cualquier
otro valor, posee integral de Lebesgue, pero no posee integral de Riemann.

Como recordard, la integral de Riemann de una funcién f : [a,b] — IR se
construye particionando el intervalo [a,b] en sub-intervalos {/;}32, v apro-
ximando el valor de la funcién f en cada intervalo por un valor constante
f(&), donde & € Ii. Entonces, la integral f; f(z) dx se obtiene por aproxi-
macién, como el limite de la suma de las areas de los rectangulos cuyas bases
se corresponden con los intervalos I cuyas alturas son las correspondientes
constantes, por exceso y por defecto, f(&}).

Esta idea de ir cortando en rebanadas el area bajo el grafico de una funcién
f es natural y puede realizarse de dos maneras posibles: una es como se hace
para calcular la integral de Riemann, es decir con rebanadas paralelas al eje
de las abscisas; la otra es cortando en forma paralela al eje de las ordenadas.
Esta ultima forma fue la adoptada por Lebesgue. Es asi que conforme a
Lebesgue, la integral fj;o f(z) dz, puede pensarse como

+00 medida de los valores de x
f(x)dr ~ Z y.< para los cuales f(z) =y ;.
> y€R

Observe que, la coleccién de los “valores de z para los cuales f(z) = y” no
es otra cosa que:

7 {yh) ={z e R: f(z) € {y}}.

Es por ésto que en la teoria de la integral de Lebesgue es de principal impor-
tancia la medida de conjuntos del tipo f~1(A), siendo A C IR un subconjunto
en el eje y.

Obsérvese que para calcular la integral de Riemann de una funcién es
necesario que esta tenga variaciones suaves. Esto no es necesario para la
integral de Lebesgue (ver, mas adelante, ejemplo .

II.4. Construcciéon de la integral de Lebesgue

En esta seccién presentaremos una introduccion a los principales concep-
tos y propiedades de la integral de Lebesgue, distinguiendo dos partes:
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1. Teoria de conjuntos medibles y medidas de dichos conjuntos.

2. Teoria de funciones medibles e integracion de dichas funciones.

I1.4.1. Teoria de la medida

La teoria de la medida fue creada originalmente para permitir un anélisis
detallado de la nocion de longitud de subconjuntos de una recta real y mas
generalmente, de los conceptos de area y volimen de subconjuntos en espa-
cios Euclideos. Proporciona una forma sistematica de responder a la pregunta
sobre qué subconjuntos de IR tienen una longitud. En los desarrollos poste-
riores de teoria de conjuntos se mostro que es imposible asignar una longitud
a todos los subconjuntos de IR, de modo tal que se preserven las propiedades
naturales de aditividad e invariancia por traslaciones. Esto sugiere que es un
requisito escencial el tomar una clase adecuada de subconjuntos medibles.

La integral de Riemann implicitamente utiliza la nocién de longitud. En
efecto, el elemento de célculo de la integral de Riemann es el rectangulo
la,b] X [c,d], cuyo &rea se calcula como (b — a)(d — ¢). La cantidad b — a
es la longitud de la base del rectangulo y d — ¢ es la altura del rectangulo.
Riemann podia sélo utilizar rectangulos planos para aproximar el drea bajo
una curva dado que no existia una teoria adecuada para medir conjuntos mas
generales.

En el desarrollo de la teoria en textos modernos (a partir de 1950), el enfo-
que de medida e integracién es axiomatico. Esto quiere decir que una medida
es cualquier funcién p definida en ciertos subconjuntos £ de un conjunto X
que satisfaga ciertas propiedades, tal como se vi6 en la sec. Se puede
demostrar que dichas propiedades se verifican en muchos casos diferentes.

Un ejemplo claro es un espacio de probabilidad, que describe nuestra
incertidumbre sobre cierto experimento y consiste en el espacio muestral
de las posibles salidas y una medida de probabilidad que cuantifica cuantas
chances tiene de salir cada uno de ellos. Un evento es un conjunto de salidas
del experimento. La medida de probabilidad obedece tres axiomas: es no
negativa, su suma (o integral) es la unidad (normalizacién) y es aditiva para
eventos disjuntos.

La teoria de los conjuntos medibles y de las medidas (incluyendo defini-
ciones y construcciéon de las mismas) puede encontrarse en [5 6] [7, §].
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11.4.2. Integracion

Trabajaremos en el siguiente contexto abstracto:
= Y es una o—algebra de subconjuntos de X (ver def. .
= ;1 es una medida no negativa en X.

Por ejemplo, X es un espacio Euclideo IR™ o cierto subconjunto medible
Lebesgue, X es el o—algebra de todos los subconjuntos medibles Lebesgue
de X, y p es una medida de Lebesgue. En teoria de probabilidad, p seria una
medida de probabilidad del espacio de probabilidades X.

En la teoria de Lebesgue, las integrales estan limitadas a la clase de
funciones llamadas funciones medibles.

Se puede demostrar que la definicién de funcién medible (def. es
equivalente a requerir que la pre-imagen de cualquier subconjunto Borel de
IR esté en Y. El conjunto de funciones medibles es cerrado bajo operaciones
algebraicas. El limite puntual de sucesiones:

liminf fr, limsup f
keN keN

es medible si la sucesién original {fi}, con k& € N, consiste en funciones

medibles.
/ Jdu
X

Construimos una integral
para funciones medibles a valores reales f definidas en X en tres pasos:
= Funciones caracteristica:

Para asignar un valor a la integral de una funcién caracteristica] de un
conjunto medible S consistente con una medida dada u, se elige:

/XS dp = p(S)

La funcién caracterfstica de S se indica como 1g o como yg (Chi sub S) y se define
como xs(x)=1size Sy xs(x)=0siz¢S.
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» Funciones simples?
Extendemos por linealidad la definicion anterior:

/(Z};amk)duz zk:ak/xSkdu,

donde la suma es finita y los coeficientes a, son ntmeros reales. Atn
cuando una funcién simple puede escribirse de diferentes maneras como
combinacion lineal de funciones caracteristicas, puede demostrarse que
la integral simple sera la misma.

= Funciones no negativas:
Sea f una funcién medible no negativa en X que puede tomar el valor
+00, es decir, que toma valores en el semieje real positivo extendido.

Definimos
/ fd,u::sup{/ sdu:s < f, ssimple}
X X

Se demuestra que esta integral coincide con la precedente para el caso
particular en que f sea una funcién simple. Ademas, coincide con la
integral de Riemann si f es integrable Riemann.

Para algunas funciones [ [ dp podré ser infinito.
= Funciones con signo:
Para trabajar con funciones con signo necesitamos mas definiciones.

Si f es una funcién definida en un conjunto medible X (incluyendo
+00), entonces se puede escribir:

f=fr—=r.

donde ’
ooy - {1 >

0 en otro caso

f‘(:p):{_f(x) if f($)<0

0 en otro caso

2Se define como funciones simples aquellas que pueden escribirse como una combinacién
lineal finita de funciones caracteristicas de conjuntos disjuntos.
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Observar que, tanto f* como f~ son funciones no negativas. Obsérvese
también que
fl=f"+f
Si
JEe

entonces se dice que f es integrable Lebesque. En este caso, ambas
integrales satisfacen

/f*du < oo, /f‘du < oo,

y tiene sentido definir:

[ tin= [ rein= [ 1 an

Es claro que las definiciones anteriores dan a la integral de Lebesgue todas
las propiedades deseables. En el caso de funciones a valores complejos, basta
considerar la parte real y la parte imaginaria, de manera separada.

I1.4.3. Interpretacion intuitiva

Para lograr cierta intuicién sobre los diferentes aspectos de la integracion,
supongamos que se desea encontrar el volumen de una montana sobre el nivel
del mar y que las fronteras de la montana estén claramente marcados (seran
la regién de integracion)

El enfoque de Riemann (o Riemann-Darboux): cortar la montafia en to-
rres verticales, cada una con base cuadrada al nivel de mar. Tomar un par
de puntos dentro de ese cuadrado, uno donde la altura sea maxima y otro
donde sea minima. Asociar a esas alturas los volimenes por exceso y por
defecto obtenidos al multiplicar las alturas por el area del cuadrado de la
base. La suma Riemann por exceso es la suma de los volumenes de las torres
por exceso y de modo similar se tiene la suma Riemann por defecto. Si las
sumas por exceso y por defecto convergen a un mismo valor, a medida que el
lado de los cuadrados decrese a cero, entonces se dice que existe la integral
de Riemann.

El enfoque Lebesgue: Dibuje un mapa de nivel de la montana con tantas
lineas de nivel como sea posible. Para cada contorno (o conjunto de nivel)
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con minima altura, encuentre el area total encerrada (dentro de ese mapa)
por ese conjunto de niveles, es decir encuentre la “medida”de ese conjunto de
niveles. Multiplique dicha medida por la altura representada por el conjunto
de niveles: el producto serd un sumando de la “suma de Lebesgue”.

Luego encuentre el nivel o conjunto de niveles que estan a la altura si-
guiente (menor altura de los niveles restantes). Calcule la medida del drea
encerrada por ellos. Multiplique la medida por la diferencia en altura con
respecto al nivel anterior. Dicho producto sera otro sumando de la “suma de
Lebesgue”.

Repita este procedimiento para sucesivos niveles de contorno, cada vez
mas altos, hasta que haya procesado el nivel de contorno mas elevado. La
suma resultante sera el generado lineal: cada contorno corresponde a una
funcién caracteristica (del correspondiente conjunto de nivel).

La suma puede definirse sumando los contornos inmediatos: dividiendo
por la mitad las diferencias entre alturas sucesivas y recalculando la suma.
La integral de lebesgue es el limite de dicho proceso.

I1.4.4. Ejemplo

Considere la funcién caracteristica de los ntimeros racionales x¢. Se sabe
que xq no es continua en ninguna parte y no es derivable.

= X no es integrable Riemann en [0, 1]:

Cualquier particién del [0,1] en subintervalos contiene al menos un
numero racional y al menos un numero irracional, dado que tanto el
conjunto de niimeros racionales como el de irracionales son densod|
en el conjunto de los nimeros reales. Entonces las sumas superiores
seran todas iguales a 1 y las por defecto seran todas iguales a cero. Por
lo tanto, al no coincidir las integrales superiores (por exceso) con las
inferiores (por defecto), no existe la integral en el sentido Riemann de
la funcién xg.

= Xg es integrable Lebesgue en [0,1]: En efecto, dado que los nimeros
racionales son numerables en el [0, 1], se tiene que

3Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice denso en X si, intuitivamente,
cualquier punto en X puede ser “bien aproximado” por puntos en A. Formalmente, A es
denso en X si para cualquier punto z € X, cualquier entorno de x contiene al menos un
punto de A.
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| xadu=n@nio.1) =0
[0,1]

= Consideremos la funcién f que vale 1 para los racionales y -1 para los
irracionales en el [0, 1]. Esta fucién es integrable Lebesgue en el [0, 1].
En efecto, observando que f toma sélo dos valores 1 y -1, basta calcular
la medida de los conjuntos @NI0, 1] y Q°N|0, 1] (donde con Q€ indicamos
IR—@Q), de los racionales y de los irracionales en el [0, 1], respectivamen-
te. Pero la teorfa de los nimeros reales indica que en el intervalo [0, 1]
existe una cantidad numerable de ntimeros racionales, y cada nime-
ro racional constituye un “intervalo” de longitud nula (por tener sélo 1
elemento), por lo tanto, la medida Lebesgue de @N[0, 1] es cero. La me-
dida Lebesgue del [0, 1] es uno y dado que Q°N[0,1] = [0,1] —Q N[0, 1]
y ambos intervalos son disjuntos, se tiene que la medida del Q°N [0, 1]
es 1. Por lo tanto:

f(@) dz = (1).p(QN[0, 1])+(=1).u(Q°N[0,1]) = (1) 0+(=1) 1 = —1.

0,1
I1.5. Mas limitaciones de la integral de Rie-
mann

Con el advenimiento de las series de Fourier, surgieron a la luz diferentes
problemas relacionados con las integrales, cuya solucion satisfactoria requeria
intercambiar los signos de sumatorias infinitas de funciones y los de integra-
cién. Aparecieron dificultades relacionadas con las condiciones bajo las cuales

las integrales
g/fk(x)dx y /{;fk(l’)}dx

eran iguales en el contexto Riemann. Existen también otras dificultades técni-
cas con la integral de Riemann,vinculadas con el limite.

= Falla en la convergencia mondotona Tal como se mostrara antes, la
funcién caracteristica de los racionales x no es integrable Riemann. En
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particular falla el teorema de la convergencia mono’tonaﬂ Para verlo,
consideremos {ax} una sucesién de nimeros racionales en [0, 1]. Sea

gk(x):{l if £ = ay

0 de otro modo

Entonces, hagamos

fi=g+g+...+ g

La funcién f; es cero en todo punto, excepto en un conjunto finito de
puntos; entonces su integral Riemann es cero. La sucesion f; también
es claramente no negativa y monotonamente decrecienteﬂ a Xq, que no
es integrable Riemann.

= Inadecuaciéon de los intervalos no acotados
La integral de Riemann s6lo puede integrar funciones en intervalos aco-
tados. La extension mas simple consiste en definir

“+o00 “+a

f(z)dz = lim f(z)dz

_ a—oo f

a

cuando los limites existen. De todos modos, esto destruye la deseable
propiedad de invarianza ante traslaciones H Con esta definicién de la in-
tegral impropia (denominada el valor principal de Cauchy de la integral
impropia entorno al cero), las funciones f(z) = (1 siz > 0, —1 para

4Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue: Sea { f,,} una sucesién de funciones
medibles a varores reales en un espacio medible S. Si la sucesién converge para casi todo
punto en S y es dominada por una funcién no negativa g € L', entonces fs lim, oo fr =
Decir que la sucesién es “dominada” por g, equivale a decir que |f,,(z)| < g(x) para todo
ny para casi todo x.
Decir que cierta propiedad vale para casi todo x equivale a decir que el conjunto de los
puntos z donde no se verifica dicha propiedad tiene medida cero.
Decir que g € L', significa que [4|g| < co.

® La sucesién {fi.} es monotonamente decreciente si fr11 < f, Yk € N. Es monotona-
mente decreciente a xg si a fr > x@, Yk y ademds limy_.o fr = xo

6Sean f y g nulas fuera de un intervalo [a, b] e integrables Rieman. Se dice que la integral
es invariante ante traslaciones si f(xz) = g(x + y) para algin y, entonces fj:; f(z)dz =

[ g(2)dx
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otro valor) y g(x) = (1 si > 1, —1 para otro valor) son traslaciones
una de la otra y sin embargo sus integrales impropias son diferentes:

/f(w)dx =0, /g(x)dx = 2.

II.6. Teoremas integrales basicos

La integral de Lebesgue no distingue entre funciones que sélo difieren en
un conjunto de py—medida nula.

Definicién I1.1 Sean f y g dos funciones definidas sobre un subconjunto de
un espacio medible E. Se dice que f y g son iguales para casi todo punto y
se indica f = g pctp (o a.e., del inglés almost every where), si y sdlo si

p{z e B f(x) # g(x)}) = 0.

Teorema II.1

Si f y g son funciones no negativas (que pueden tomar valores £00) tales
que f = g pctp., entonces [ fdu= [ gdu.

Teorema I1.2

St f y g son tales que f = g pctp., entonces [ es integrable si y solo si g es
integrable y [ fdp = [ gdp.

I1.6.1. Propiedades

La integral de Lebesgue posee las siguientes propiedades:

Linealidad

Si f y ¢ son funciones integrables y a y b son nimeros reales, entonces
af + bg es integrable y

/(af+bg)du:a/fdu+b/gd,u
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Monotonia

Si f < g, entonces

[tans [gan

Teorema I1.3 (Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue)
Sea {fk}ke]N una sucesion de funciones medibles no negativas tales que:

fr(@) < fraa(x) Ve e E, VkelN.

Entonces
i [ fudu= [ sup fu
k

Observacién: El valor de cualquiera de las integrales puede ser infinito.

Lema II.1 (Lema de Fatou) Sea {f}.} N una sucesion de funciones me-
dibles no negativas. Si f = liminf fi, entonces

/fd,u < limkinf/fk dpu.

Nuevamente, el valor de cualquiera de las integrales puede ser infinito.

Teorema I1.4 (Teorema de la convergenica Dominada de Lebesgue)
Sea {fr},cN una sucesion de funciones medibles con limite puntual f. Si
existe una funcion integrable g tal que |fix| < g para todo k, entonces f es

integrable y
h'in/fkdu:/fd,u.

I11.7. Técnicas de demostracion

Para ilustrar algunas de las técnicas de demostracién utilizadas en la
teoria integral de Lebesgue, bosquejarmeos la demostracién del teorema de
la convergencia monétona de Lebesgue (Teorema .

Sea {fi},cN una sucesién no decreciente de funciones medibles no nega-
tivas y sea

f = sup fi.

keN
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Por la propiedad de monotonia de la integral, se tiene que:

/ fdp > lim / fudi,

y el limite de la derecha existe por la monotonia de la sucesién {f;}.
Probaremos ahora la desigualdad en el sentido contrario (que también
resulta del Lema de Fatou), esto es

[ s <t [ feae

De la definicion de integral resulta que existe una sucesion no decreciente
{gn} de funciones simples no negativas que convergen puntualmente pctp a

f v tales que:
liin/gkd,u:/fd,u.

Por lo tanto, es suficiente demostrar que para cada k € N,

/ grdp < lim / fidp.
J

Mostremos que si g es una funcién simple y

lim f;(x) > g(z) petp,

lim / fidp = / gdp.
J

Partiendo la funciéon g en partes de valores constantes, esto se reduce al
caso en que g es la funcién caracteristica de un conjunto. Por lo tanto, basta
demostrar que:

entonces

Proposicién 11.1 Sea X un conjunto medible y sea {fk}ke]N una sucesion
no decreciente de funciones medibles en ¥ tales que

lim f,(z) > 1 pctp =€ X.

Entonces,
i [ fudn = 1Y),
noJx
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Para demostrar este resultado, fije ¢ > 0 y definamos la sucesién de
conjuntos medibles

B,={zxe X : folxr) >1—¢€}.

Por la monotonia de la integral, sigue que Vn € N,

p(E)(1 = = [ = xndn < [ fdn

Por hipétesis de construccion:

UBi=x,

salvo un conjunto de medida nula. Entonces, por ser y una medida, es nu-
merablemente aditiva y entonces:

p(X) =t p(B,) < Tim(1 = ™ [ fe

n

Como esta propiedad vale para cualquier niimero positivo €, sigue la tesis.

II1.8. Formulaciones alternativas

Si f es no-negativa, entonces | fdu es precisamente el drea bajo la curva
medida con la medida producto p x A, donde A es la medida de Lebesgue de
R.

Se puede intentar esquivar la teoria de medida. La integral de Riemann
existe para cualquier funcion continua f de soporte compacto. Entonces, utili-
zamos andlisis funcional para obtener la integral de funciones mas generales.

Sea C. el espacio de todas las funciones continuas a valores reales, con
soporte compact(ﬂen IR. Definamos la norma en C, por:

7 Funciones con soporte compacto en X son aquellas cuyo soporte es un subconjunto
compacto de X.
El soporte de una funcién a valores reales f definida en un conjunto X, se define como el
subconjunto de X en el cual f no es cero. La situacién mas comun ocurre cuando X es
un espacio topoldgico (tal como la recta real) y f es una funcién continua. En ese caso, el
soporte de f se define como el menor subconjunto cerrado de X fuera del cual f es cero.
El soporte topolégico es la clausura del conjunto soporte tedrico.
En teoria de probabilidad, el soporte de una distribuciéon de probabilidad puede pensarse
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1l = / f(@)d.

Entonces C.. es un espacio vectorial normado (ver sec. (y en particular,
es un espacio métrico). Todos los espacios métricos poseen completitud ,
sea por lo tanto L' la completitud de C,. Este espacio es isomérfo con el
espacio de Lebesgue de las funciones integrables (conjuntos médulo de medida
cero). Més ain, la integral de Riemann [ .dz define un funcional continuo en
C. que es denso en L', por lo tanto f .dx posee una unica extension a todo
L'. Dicha integral es precisamente, la integral de Lebesgue.

El problema con este enfoque es que las funciones integrables estan re-
presentadas como elementos de una completitud abstracta y no es trivial
mostrar como esos elementos estan definidos. En particular, es dificil demos-
trar la relacion entre los limites puntuales de sucesiones de funciones y la
integral.

Otro enfoque lo ofrece la integral de Daniell o la variante propuesta por
Bourbaki, frecuentemente denominada como el enfoque a la integracion de

la medida de Radon.
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Un clésico.

como la clausura del conjunto de posibles valores de una variable aleatoria que posea dicha
distribucién. Existen algunas sutilezas cuando se trabaja con distribuciones continuas.

Se dice que una funcién tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma
un conjunto cerrado y acotado. Por ejemplo, si se tiene una funcién f(x) cualquiera, se
define el soporte de ésta como sigue:

supp f = {z € R|f(x) # 0}.

Si el supp de f es un conjunto cerrado y acotado, entonces es compacto.
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Capitulo 111

Senales analiticas y frecuencia
instantanea

Cuando queremos describir una senal simultdaneamente en tiempo y en
frecuencia, la localizacién mas natural deseable es la que daria sentido a un
contenido espectral instantdneo. Existe una cierta contradiccion entre estos
dos términos, dado que una frecuencia en el sentido de Fourier esta mateméti-
camente ligado a un comportamiento global. Sin embargo, desde el punto de
vista bioldgico, sabemos que dicha localizacién también posee un sentido fisi-
co. Es necesario definir una “frecuencia” en este nuevo contexto, diferente de
la frecuencia en el sentido de Fourier.

II1.1. Frecuencia Instantanea

A los efectos de definir una frecuencia instantdanea es 1til apoyarse en el
prototipo de senal asociado a la idea de régimen permanente y de estabilidad
a lo largo del tiempo: la onda monocromaética [I]. Esta se escribe de una
tnica forma (a excepcién de una fase pura) como:

s(t) = acos(2myt),

expresion en la cual las constantes a y v se interpretan como la amplitud y
la frecuencia. Esta tltima mide la rapidez de la evolucion del argumento en
la funcién coseno: es su derivada temporal (salvo el factor 1/27).

Se puede pensar en extender este punto de vista a situaciones evolutivas
en las cuales la constante a también dependa del tiempo y introducir en
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el coseno un argumento cuya derivada sea también funcién del tiempo, re-
escribiendo la anterior de modo mas general, como:

s(t) = a(t) cos(¢(1)).

Sin embargo, una notacion de este tipo no es tnica, y a la inversa del
caso de la onda monocromaica ideal, existe una infinidad de pares ordenados
(a(t),p(t)) para representar una misma senal dada s(t). En efecto, basta
tomar una funcién arbitraria b(t), tal que 0 < b(t) < 1 y re-escribir:

siendo entonces

s(t) = d’ cos(¢/ (1)),
con a'(t) = a(t)/b(t) y ¢'(t) = arcos(b(t) cos(p(t))).

Una forma de solucionar este problema es reconsiderar la onda mono-
cromatica antes de generalizar. Una onda monocromatica real puede ser vista
como la parte real de una exponencial compleja:

a cos(2mvgt) = Re{a expli2nvyt]}.

La amplitud y la frecuencia de la senal monocromatica son ahora res-
pectivamente el médulo y (salvo un factor constante 1/27) la derivada de
la fase de esta exponencial. Su parte imaginaria, que vale a sin(2wiyt), se
deduce de la parte real por un desfasaje de w/2: se dice que las partes real
e imaginaria estan en cuadratura. La operacién matematica que permite tal
transformacién es la que, en frecuencia, permite pasar de la transformada de
Fourier de un coseno

1
5[5@ — 1) +0(v+ )]

a la del seno correspondiente:

%[(5@ — 1) +0(v+ )]

Se trata entonces de un filtrado lineal de ganancia compleja —i sign(v)
(y por lo tanto de respuesta impulsional vp(1/7t), donde vp indica el valor
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Figura III.1: Representacion de una senal real y de su correspondiente senal
analitica. a) Onda sinusoidal con amplitud y frecuencia constante. b) Senal
analitica correspondiente a la mostrada en (a) en coordenadas polares. (c)
Onda sinusoidal con amplitud modulada y frecuencia variable con el tiem-
po. (d) Senal analitica correspondiente a la mostrada en (c) en coordenadas
polares.

principal en el sentido de Cauchy), denominado la Transformada de Hilbert.
En consecuencia, a una senal real s(t) se le puede asociar una senal compleja

_ ‘ i ()
zs(t) = s(t) + TH{s(t)} = s(t) + —vp/ du, (TI1.1)
2m oo t—u
donde con H se indica la transformada de Hilbert, se tiene una manera equi-
valente (y unica) un par “médulo-fase” a partir del cual es posible definir (con
referencia al caso monocromadtico y de manera también dnica) una amplitud
instantdanea as(t) y una frecuencia instantdanea vs(t), como:

ay() = 2, (0)]; (111.2)
lt) = o farg (=4 (1)] (I1L.3)

La senal comleja z,4(t) ([IL.1]) se denomina senal analitica. En su represen-
tacion polar, la senal analitica es representada por un vector que gira cuyo
modulo y rapidez de rotacion pueden variar con el tiempo, por oposicién al
caso monocromaico para el cual la trayectoria es una circunferenica recorrida
a velocidad constante (ver fig. [I11.1]).

La senal analitica admite una interpretacion frecuencial simple, dado que,
por definicion,

Zs(w) = S(w) + i(—isign(w))S(w) =2U(w) S(w), (I11.4)

donde con U(w) indicamos la funcién escalén unitario de Heaviside, y con S
y Z las transformadas de Fourier correspondientes a s y z, respectivamente.
Esta ecuacion muestra que una senal analitica se obtiene a partir de una
senal real, forzando a ser cero los valores de su espectro para las frecuencias
negativas, lo que no altera en modo alguno el contenido de informacion,
porque para una senal real, S(—w) = S(w).
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El truncamiento de las frecuencias negativas tiene como tnico objetivo
“complejizar” la senal inicial. Esto puede verse como una forma de redistri-
buir la redundancia: dividir por dos la banda espectral ocupada permite en
efecto muestrear en tiempo a una cadencia dos veces menos elevada. Para
una duracién fija, la senal analitica necesita de este modo, un nimero de
muestras dos veces menor que la senal real, pero, a cada uno de los instantes
de muestreo se le asocian dos valores correspondientes respectivamente a la
parte real y a la parte imaginaria de la senal analitica asociada. La “dimen-
sién” total de la senal, real o analitica, se mantiene entonces globalmente la
misma [T}, 2].

I11.2. Observacion

Debe notarse que las nociones de amplitud y de frecuencia instantéaneas,
tales como han sido definidas por las ecuaciones y son nociones
locales en el tiempo, pero son obtenidas por medio de un conocimiento global
de la senal, dado que se basan en la utilizaciéon de un filtro de Hilbert, que
es a respuesta impulsional infinita.

Apéndice: La Transformada de Hilbert

En procesamiento de senales, una senal analitica o una representacion
analitica de una senal a valores reales s(t) se define como:

sa(t) = 5(t) + H{s(t)},
donde H{s(t)} es la transformada de Hilbert de s(t).

Definicién .1 Transformada de Hilbert Dada una senal o funcion continua a
valores reales s(t), se define su transformada de Hilbert como el producto
de convolucion:

H{s(t)} = s"(t) = (h*s)(t)
= fj;o s(T)h(t — T)dr

+00 s(7)
oo -7 dT

, ()

1
s

donde h(t) = 1/(wt) y, considerando la integral como el valor principal de
Cauchy.
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Se puede demostrar que si s(t) es una funcién de £, entonces su trans-
formada también esta en el mismo espacio si 1 < p < +o0.
La respuesta en frecuencia de la transformada de Hilbert es:

H(w) = F{h}(w) = —i sgn(w),

donde sgn(w) es la funcion signo, que vale 1 si w > 0, cero si w =0y -1 si
w<0.

Como s (w) = H(w).5(w), se aprecia que el efecto de la transformada de
Hilbert es correr /2 grados las componentes de frecuencia negativa de s(t)
y en —m /2 las componentes de frecuencias positivas.
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