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Elementos de Matematica Avanzada
« ]
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¢ Slempre existe la Integral de

Riemann?
« ]
1
jl/x dx
—2

b
jl/x2 dx, paraa>0,b>0
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El valor principal de
la Integral de Riemann

<
1 Iim£jdl/x dx+j-l/x a’xj

_-‘;]/x dx d—0
_ I (I x=—d I x=1 )
= lim 0g(|x|) T 0g(x|) .

= log2—-logl

|12

(VP) jl/x dx =log?2
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Limitaciones de la integral de Riemann
S

e Solo esta definida en e Su extension a intervalos
intervalos acotados infinitos se realiza como una
iIntegral impropia.

Problema:
No satisface la invariancia por traslaciones

e No conmuta con limites
uniformes.
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;Invariancia por traslaciones?

-

1 si x>0

f(x)=40 si x=0

\—1 si x<0

T f(x)dx

if(x)dx + Tf(x)dx

Ilm( j F(x)dx + j f(x)dx) ,(para a > 0)
nm(( 1)a+1a) o

¢ Si realizamos una traslacion en 1 hacia la derecha?

Tf(x—l)dx =

alirpw j.f(x—l)dx+ jf(x —1dx
|Lrp:[(-1).(1+a)i1.(a—1)] , para cualquier a>1

-2\
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¢31 realizamos una traslacion en 1 hacia la derecha?

Otra alternativa para resolver la integral:

Tf(x—l)dx = lim lim if(x—l)dx

a—>+00 bh—>+0 , para a, b>0
=| 400
+00 b
_Lf(x_l)dx = im fim, [f(x_l)dx, para a,b >0

= —00

¢, Cuanto vale entonces esta integral?
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No conmuta con limites uniformes

-]

lim £, (x) =0 (uniformente)

1/n st x€[0,n]

para otro x

o0

|

—00

Ql_r)gﬂ (x))dx =0

o0

—00

J £, (x) dv =

jiode+I%dx+:‘jO dcx=1 Vn

lm( Tfn(x) de =1

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -

2007



De Riemann a Lebesgue

Integral de Riemann  |ntegral de Lebesgue

(1853) (1907)
f funcion continua en (a,b)

| f(x) dx [ £() dut)

(a,b)

f funcidn con discontinuidades
infinita en ¢ € (a,b)

2

%" Teoria de la Medida (Borel)
Otras Integrales

Stieljes ““" Teoria de Integracion
E. Borel (Lebesgue)

H. Lebesgue
F. Riesz, etc

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 10



Integrales de Riemann

25

SR = suma las areas a

20 —

0 L aﬂ aﬁ 2 I
0 1 2 3 4 5 e 7 8 9 10 11 12 13

| e 1°Ticket }—» 29Tz ket q—|
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Monedz ()

25

Enfoque Lebesgue

SL:$1.2+$2. 2+85 4+510.3+520. 1
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Definicidon de Lebesgue

Contexto abstracto: e Funciones caracteristicas

e Y es una o-algebra de [ 25(x) du(x) = u(S), para S e Y.
subconjuntos de X *

e | es una medida no
negativa en X.

e fes medible en X

e Funciones simples
e Funciones no negativas.
e Funciones con signo
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Integral de Lebesgue-Propiedades |
S

e Linealidad

e Monotonia

- Teorema de la convergencia monotona de
Lebesgue

- Lema de Fatou

- Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue
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Integral de Lebesgue-Propiedades Il
S

e Teorema de Fubini (permutacion de las
integrales dobles)

e Invariancia por traslaciones
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Norma
]

(V,+,") un espacio vectorial sobre F de C.

Se denomina seminormaen V a

i) p(v)=0 VveV
o4 —> R/ i) ,o(av)z‘a‘p(v) VaeR,VveV
i) pu+v)<pu)+p(v)

Una norma es una seminorma con la condicion adicional que:

p(v)=0<=v=0
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Espacio normado
-

(V,+,% [[.]] ) un
sobre F de C.

En toda seminorma;

putv)=|pu)-p©)
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Espacios de Banach
-

EB son espacios vectoriales normados

l.e. toda es convergente en el espacio.

{x,}/Dadoe>0,3N_e N/

X, —me<g Vn,m>N_.
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Sistemas Lineales y Filtros

« Filtros lineales invariantes en el tiempo

= Integrales de Fourieren L' y en L2
Propiedades.

= Discretizacion
« Filtros lineales discretos invariantes en el tiempo.

= Senales finitas.
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de Fourler.

Informe de Fourier al Institute de France (1807)

f periddica puede representarse por serie de ondas senoidales
armonicas.

Impacto: fisica, ingenieria, analisis matematico.

Motivacion de Fourier: difusion del calor

Transformada de Fourier diagonaliza todo
operador lineal invariante en el tiempo
4

Bloques fundamentales del procesamiento de senfales
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Filtrado Lineal Invariante en el tiempo.

Operaciones basicas del procesamiento de senales

=  transmision de senales
=  remocion de ruido estacionario
= codificacion predictiva

son implementadas con operadores lineales invariantes en el tiempo
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Filtrado Lineal Invariante en el tiempo.
Operador lineal invariante en el tiempo

f ——

L

g

f.(t)=ft-7)
gO=Lr0)] = glt-7)=1f]

Por estabilidad numérica L debe tener
una forma de continuidad débil.

Esta “continuidad débil” se formaliza mediante
la “teoria de distribuciones”.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Si f continua:

Se define para g continua tal que

o=limg

s—0

Delta de Dirac

S tiene soporte en {t =0} y J-é'(t)dt =1

fO)= [ /@) & (w)du

Tg(t)dt =1

g, (1) = %g(a

- £(0) = [8() £ ()t

im [, /@)t ;

)

Convergencia débill

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Sistema Lineal Invariante en el tiempo (SLIT).

Se caracterizan por su respuesta al impulso unitario.

0, (t) 5(t u)
ot JGE j 1) 8,(t)du
L lineal y continua 1oo
S OE 17 Ho G

h respuesta al impulso LHfO1=h*f()

o h

— L - »

donde N(t)=L[o(7)]

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Autovalores y autovectores

: _ lot
Las exponenciales complejas €

son autovectores del operador de convolucion

L[eia)t]: J-h(u) eia)(t—u)du
L[eia)t] :eia)t jh(u) e—ia)udu:ﬁ(a)).eia)t

donde hw) = Jh(u) e'”"du  (Transformada de Fourier)
R

es el autovalor asociado en la frecuencia @

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT).
Autovalores y autovectores

1wt
Como las ondas sinusoidales €

son autovectores de los SLIT

es tentador tratar de descomponer cualquier funcion f
como “suma” de estos autovectores.

Podemos expresar L[T ] directamente a partir de /los

autovalores h(®) .

El analisis de Fourier demuestra que bajo condiciones debiles
(seccional continuidad) es posible escribir L[f ]

como una Integral de Fourier.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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e«
felR) < j ‘ f (t)‘dt <+00  Potencia finita

f e L (R) < “f(t)‘zdl‘ < 400 Energia finita
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L a Transformada de Fourier en LY(R)

fel(R)

00
La Transformada de Fourier (FT) f(w) = j @) e dt

mide “cuantas” oscilaciones de f hay en la frecuencia o.

Si f(1)eL'(R) : ‘f(a))‘gﬂf(t)‘dt<+oo

Ve N

f(w)e L'(R) vy es continua

( Papoullis, 1987 )
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L a Transformada de Fourier en LY(R)

Teorema (Transformada Inversa de Fourier)

i f(t)e INR) y f(o)e MRN)

f(t)—— j /(@) & de

La reconstruccion no esta
garantizada para funciones
discontinuas

Teorema (de Convolucion)

sea f()e}(R) y h@) e H(RN)
gO)=/*ht) e LR
g(0) = f (o) h(w)
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La Transformada de Fourier en L(R)

La respuesta de un SLIT puede calcularse por su FT

Lfl=g=r*h v g(o)=f(0)ho) =

Lf1=g(0) = /(@) (@) " do

L 1= [ h@)[f(@)e”]do

27T 3,

h(®w) atenua o amplifica cada componente frecuencial
el t de amplitud /(@)

Esta convolucion se denomina Filtrado Frecuencial
y h(w) es la Funcion de Transferencia del Filtro

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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f(t) — )([ L1] (t) Funcion Caracteristica de [-1,1]

o “Indicator Function”

@)= [ear =22 g ()
1 w
. ¢ I}(R)
/(@) ie L*(R)

No puede aplicarse el Teorema de Inversion !

Es necesario extender la Transformada de Fourier a L? (R)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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I.2es Hilbert

Producto interno

<fig>= [ f() g@)dt, para f,gel*(R)

Norma

177 =< £ f>=[f@ F@yde=[|f @ dr, para f e (R)
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Teorema:

Si fyheL'(R)NL(R) entonces

< f,h>

<f,h>=i<f,hA>
27
: 1 ~2
SHf=g, HfHEZEf

2

= jf(t) h () dt

Formula de Parseval

Formula de Plancherel

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Extensiéon a L2 = por densidad

Si  felL?’(R) pero f &L (R)

no puede calcularse su Transformada de Fourier
mediante la integral usual

porque
f(e)e” ¢ L(RN)

Entonces se la define como un limite usando la densidad de
L'(R)YNL*(R) en L*(RN)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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L'(R)NL*(R) esdenso en  L°(R)
3 {f.}.n, f,eL'(R)NL*(R), tal que f, converge a f en L*(R)

17, = fll, —=—0
Como {f,} es convergente, es una sucesion de Cauchy
U
‘fn—pr<g Vnp>N,

e =35y |n-sl =

fo=1,

1

Entonces {/ } esdeCauchy en L' I?c I?

L? es un espacio de Hilbert completo = toda sucesion de Cauchy converge en él
3 feLz(iR) tal que linﬁf‘—f‘n =0
2

se la define como la Transformada de Fourier de f

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Funcion Caracteristica
sin(Tw)

f() = Al-1.1] (¢) f((()) = Teimdt =2

°r @

Filtro Pasa-Bajo Ideal

n(st)

h(w) (@) h(t) = . iei”’da) _ S
Q :Z[_’] Q — A —
o 2°, 7t

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Circuito Electronico Pasivo

Implementa filtros analogicos: resistencias, capacitores e inductores.

e Y 0-Yhe 0

t)=g(t)=0 slI t<0
J)=g() o ()= 1 h(1)

Zak (iw)"

Aplicando Fourier: - 5
h(w) = g(w) _ k=0

]?(0)) ibk (iw)*

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Funcion Gaussiana

() =exp(-t°) es C”

]A”(a))z ietzei”tdt 2f'((0)+a)f(a))=0

-T

Chirp Gaussiano 1) =exp(—(a—ib)t?)

i 1% : 2
~ N | T —(a+ib)w
f(a))__a—ib_ eXp[ 4(a® +b?) j
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Regularidad y Decaimiento

La regularidad global de una senal /' depende del
decaimiento de /(o) cuando @ aumenta

Si 7(w) e X(R) = 1(1) < 21 [ 7(0)do <+
72-9%

l.e f'es continua y acotada

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Teorema:
S If(w)(l+wp)dw <40

entonces la funcion fes acotada y p veces continuamente
diferenciable con derivadas acotadas.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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_ , K
Si Jn constantes K ye >0/ f (w)Slerpmg

Entonces [ €C”

N

Si f tiene soporte compacto, el teorema implica que f € C”

El decaimiento de 7 (w) depende del peor comportamiento
singular de 1.
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Ejemplo. ()= Z[—T,T](t)

es discontinua en -1y T.

U
() decae como %)

¢ ESf reqularparatr=+ T ?

Esta informacion no puede obtenerse a partir de la Transformada de
Fourier.

Para caracterizar regularidades locales se necesitan formas de
onda bien localizadas en el tiempo =» = Onditas

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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¢, ES posible construir una funcion f tal que:
=>» Su energia este bien localizada en tiempo?

=> Su transformada de Fourier tenga energia concentrada
en un pequeno entorno de frecuencia?

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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O (t —u) tiene soporte restringido a t=u
5(w) = e ™ tiene energia distribuida uniformente en
todas las frecuencias

N

f(@) tiene decaimiento rapido a altas frecuencias,

sOlo si f tiene variaciones regulares en el tiempo.

La energia debe estar desparramada en un tiempo
“largo”.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Solucion?

¢, Reducir la dispersion temporal de 1?2

Como?
¢, Con un cambio de escala de f?

=T

Sif.(¢)= %f(;) con s <1, entonces /s

pero  f. (@) =+/s f(sw) es dilatada en 1/s

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Dilatacion en tiempo vs. frecuencia

s= 1,5,0.2,0.05

0= Y1y

1/sqrit] f(t/1)

= 0.8
0.6
0.4
0.2

1/59r1(8) 11/}

0
=
=
k=1
o
E
o
z
]
5
o
1}
©®
. 3
=
o
=]
i E
o
o
il
5
— o
W
15

Engrgy spectrum [5=1]

858

u] 06
Normalized frequency

Energy spectrum [s=0.2]

o
=]

=]

0 0.5
Normalized frequency

Energy spectrurn [5=5]

2 @m BB 2
8 8 8 8 &5
5 = &8 o =8

Squared madulus

o
=]

&

MNormalized frequency

Energy spectrum [s=0.08]

Squared modulus
o o wom
s o m BB B A

o

Mormalized frequency
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Las concentraciones de energia en tiempo y
frecuencia estan restringiaas por e/

Interpretacion en Mecanica Cuantica:

El estado de una particula unidimensional es descripto por una
funcion de onda f €L (R)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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La Transformada de Fourier
Propiedades: Principio de Incertidumbre

fel’(R)
> La densidad de probabilidad de que una particula este localizada en t es
1 2
2WAQ,
f
> La densidad de probabilidad de que su momentum sea igual a o es
1 N 2
; f(@)
27 f
» Localizacion promedlo » larianzas:
[1r@ “dt o= T [(-uy F () d

s

» Momentum promeo’/o

&) f(w) d

27 /| w Hf Ca

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Teorema (de Incertidumbre de Heisenberg):

La varianza temporal y frecuencial de | € L?(R) satisfacen

La lgualdad es valida si y solo si existen (u,&,a,b) € 977 x C? tales

S (@) =aexpligt—b(t-u)’]

Gabor Chirps

que

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Jeorema

Si f= 0, tiene soporte compacto, entonces | (@) no puede ser
nula en todo un intervalo.

Reciprocamente, si | (@) tiene soporte compacto, entonces f{(t)
no puede ser nula en todo un intervalo.
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