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Bases Ondita

Construccion de onditas, por dilataciones y traslacion de una familia

(t) - 1 (t-2'n
Vir _\/Fl// 28 ) ez
j,n)e

gue es una base ortonormal de L?(R).

Procesamiento de Seflales <& Analisis Armonico.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Onditas ortogonales

Onditas Ortogonales, dilatadas por 2J portan las
variaciones de la sefial en la resolucion 2.

4

La construccion de dichas bases puede relacionarse
con Aproximaciones Multirresolucion de sefales.

4
Equivalencia entre Bases Onditas y
Filtros Espejo Conjugados

usados en bancos de filtro multi-tasa.
{4

Algoritmos Rapldos
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Bases Ondita Ortogonales

X(t) e L2 (%)
la suma parcial de los coeficientes ondita

Y {f )i

n

puede interpretarse como la diferencia entre dos
aproximaciones de f en
las resoluciones 271+ y 27

Las Aproximaciones Multirresolucion
calculan las aproximaciones de f en diferentes resoluciones
con proyecciones ortogonales en diferentes espacios

{V}jez 1V c L&)

El parametro de escala 21 es la inversa de la



Aproximaciones Multirresolucion

Definicion: (Mallat, 1989; Meyer, 1992)

Una sucesion {V,};., de subespacios cerrados de L%(¥7 ) es
una aproximacion multirresolucion sii  satisfacen las
siguientes propiedades:

V(j,k)eZ? f(t) eV, < f(t—2k) eV,

(1)

Vel V,,c V, (2)

Vijez, f(t)evj@f(%jeVm, (3)
,ILTOOV = nV,;={0}, (4)

JkEJZVJ esdensoen L*(R) ie. ,ILan =L(R®) (5)

3 0 /| {9(t-n)} _, es unabasede Rieszde V,.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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V(j,k)eZ? f(t)eV, < f(t-2k)eV,

(MRAI) V; esinvariante por traslaciones
temporales proporcionales a la escala 2.
V; sera asimilado a una grilla uniforme a intervalos
21 = caracteriza la aprox. a resolucion 2.

Vel V,,,c V,

(MRA 2) Condicion de Causalidad: Una
aproximacion en el nivel de resolucion 27 tiene toda
la informacion necesaria para calcular la
aproximacion en el nivel 2-7-1,

J+1

Viez f(t)evj@f@jev.

(MRA 3) dilatacion de funciones de V; define
aproximaciones en un nivel de resolucion
mas tosco 271



J >+ jel J
(MRA 4) Cuando la resolucion 27 — 0,
se pierden detalles de f y lim P, fH _0
]+ ]

UV, esdensoen L*(R) ie limV, =L*(R)

jeZ J ] —>-0
(MRA 5) Cuando la resolucion 27 — +oo, las
aproximaciones se aproximan a la senal original f

y i
im

jo—o0

f-R, =0

3 6 /| {f(t—n)}_, es unabasede RieszdeV,.

(MRA 6) posibilidad de una discretizacion.
0 se interpreta como una célula de resolucion unitaria.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Teorema
Una familia {&t-n)},, _, es una base de Riesz
del espacio V, que genera si y solo si existen
A>0y B>0, tales que

+00 2
Vo el-r, ], iﬁ Z 6’(a)—2k7z)‘ Si.
B k=—o0 A

vV f € V,, existe unica descomposicion

f(t)= ia[n] A(t—n)
/ con Estabilidad
+ (MRA3)

% A St <ol /7 Numérica

N=—o0

{272 27t -n)} es base de Riesz de V; con las
mismas cotas de Riesz Ay B en todas las escalas 2.

OLgULita LLotuUtIa Ut 1 Usgratuyu — WU 11U LTI~
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Funciones de Escala (Scaling)

La aproximacién de f en el nivel de resolucion 27 esta
definida por la proyeccion ortogonal Py, fen V;.

¢, Como calcular dicha proyeccion?

1) ortogonalizar la base de Riesz

2) encontrar una base ortonormal de V; por
dilatacion y traslacion de una funcion de escala
(scaling function) ¢.

PVJ_ es la aproximacion en la escala 2) .

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Teorema

Sea {V}; ., una aproximacion multirresolucion 'y ¢ la
funcion de escala cuya transformada de Fourier es

2)”2

O(w)

H() = -
(o + 2kr)

>

1 t—n
¢Jn(t)_@¢( 2j j

La famila{¢;, }, . €s unabase ortonormal de V; para
todo | Z.

Indiquemos

(Ver demostracion en pag. 225.)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Aproximacion por Escalas

- Aproximacion en base
R = f 175,n j,n
Y nzof g > 2 ortonormal por escalas
a;[n]= < f ,¢j,n> Coeficientes escala

—Q0

a.[n] = joof(t) J% ¢[t‘22;1”]dt= f %4, (2'n)

b, () =271 g(27t)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Ejemplo: Spline Cubica

[+ @e) |t -3 a-|t)* s |tf<1
o(t) = B3(t) = (2-|th*/6 sil<|t|<2
si [t]>2
sin(w/2) '
O(w)=| ==
w/?2
. | .9(.:) | é(la:)
D&} . 'l
04t ] el
02 1
D—E —i EI 1 - —1I|:I EI 1I|:I

{6(t—-n)} _, esuna Base de Riesz de V,

13



Funcion de escala Spline Cubica

() ()

08¢

—1lIZI —5 EI 5 1IIII - -10 0 10
Funcion de escala Spline Cubicay
su transformada de Fourier

exp(—lew [ 2)
m+ ’ con
@ ' \/82m+2 (a))

B(w) =

1 s .
k= (a)+2k7z)” 0 sim es impar.

' 1 1

se calcula con laderivada | ]S, (2w .
om de 32 (20) = Z == (2 + 2k7)’ " 4sin‘w




() ()

08¢

> Laenergia de ¢?(a)) esta concentrada en [-mt, «t].
> 214" (21w) no es despreciable en [- 2w, 21 w].

4

Las aproximaciones discretas a;[n] es un
filtrado pasa-bajo de f muestreado en intervalos 2! .

> ¢(t) tiene soporte infinito pero decae rapidamente a 0.

UTEGIIUO TIUCUTIN UT L UUgr oty ESSS S aE SV E T
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o e
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Aproximaciones multirresolucion del EEG mostrado al pie
Los coeficientes a_j[n] en los niveles de resolucion 27{-j},
calculadas con splines cubicas.

L=3 es el nivel mas tosco de resolucion.
Si n=length(f)=2"J, entonces resuelve para j=L:J-1.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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(WaveLab802)

%CAPTION

fprintf('\n’);

disp('Figura 7.3")

disp(‘La sefial original esta al pie')

disp('Las sefales discretas siguientes son la
aproximaciones multirresolucion’)

disp('a_j[n] en las escalas 2}, (niveles de resolucion
2-11)

disp(‘calculadas con splines clbicas.")
fprintf(\n");

disp('L=3 es el nivel mas tosco de resolucion’)
disp('Si n=length(f)=2"J, entonces resuelve para
j=L:J-1)

fprintf(\n");
0/ === e e
clear all;
close all;
S
% axes handles
delta = 1/20;
unit = (1-6*delta)/6;
h1 = [delta delta 1-2*delta 1.5*unit];
h2 = [delta unit+2*delta 1-2*delta
6*unit];

%Gréfica de la sefial EEG
load C:\MyMatlabTBs\Detector\detecTB\sefiales\s
f=f(201:712);
figure(1);clf
axes('position’,hl);
plot(f)
text(-25,-1,'f(t)");

axis([0 length(f) min(f) max(f)])
axis off

L=3;
gmf = MakeONFilter('Daubechies',6);
wc = FWT_PO(f,L,qmf);
figure(1);
axes('position’,h2);
wcoef = ShapeAsRow(wc);
[n,J] = dyadlength(wcoef);
t = (.5:(n-.5));
LockAxes([0 n 0 (J-L+1)]);
scale = .9;
w = wcoef(1:27L);
for j=L:J-1,
tj = n.*(.5:(2"\(j+1)-.5))./2"\(j+1);
w = UpDyadLo(w,gmf) +
UpDyadHi(wcoef(dyad(j)),gmf);
maxw = max(w);
newPlotSpikes(J-j,tj, scale .* (w./maxw),n);
text(-25,-j+J-1/5,sprintf('2"*{%d}',-]));

end

axis off

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -

2007
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Filtros Espejo Conjugados
Ecuaciones de escalas

(MRA2) ¥ jeZ, V., c V,

J+1

j=0V,cV, = 2%4(t/2)eV,c V,
V, = gen{g(t—n),nez} = 2*°(t/2)= 3 hinlg(t—n), (*

hin]= <2_]/2¢(t/2)’ P(t - ”)> — es un filtro
Aplicando FT en (*):
¢?(2a))= Z‘Vzﬁ(a)) ¢?(a)) con ﬁ(a)) _ f: h[n]e "

N=—o0

donde

¢, Podra representarse ¢?(a)) como producto
de dilataciones de h(w) ?

18



Vp20; 427 w)=2"2h(2 P 0)d(2 Pw)
U- (iterando)
~ i _ﬁ(Z_pa))_ ~ P
@)= 27w
#) H | 9@

Si ¢ escontinuaenw =0 = 1im $(2°° w) = $(0)
U

d)=]] h(gw) $0) > o)

¢, Es ¢(t) una funcion de escala?

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 19



Condiciones necesarias y suficientes (Mallat-1989,Meyer-1992)

Teorema: Sea ¢ L2($) una funcién de escala integrable
a) La serie de Fourier de

h[n] = (274(t/2), 4 (t—n))

satisface:
A 2 ~ 2
ail) VoeR, hw) +ho+r) =2,
aii) h(0)=+/2.

b) Reciprocamente, si  h(w)

1) es 2wt periodica y diferenciable con continuidad en un
entorno de »v=0

11) satisface (a.1) y (a. 11) del punto anterior y

Entonces - = h(2Pw) | - o) 6s1a FT de una funcion de
o) H{ V2 } " jjgradoRedewala ¢ eL2( %)

p=1



Filtros Espejo Conjugados

Los filtros discretos que satisfacen la condicion
N 2 A~ 2
ai) Yo e R, h(a))‘ +|h(@ +7z)‘ —2
se denominan Filtros Espejo Conjugados (CMF).

Utilidad:
Permiten descomponer una sefnal discreta en bandas
de frecuencia separadas mediante bancos de filtros.

_— Filtro pasa bajo
\

Filtro pasa alto

— Jitanf1
a3 2
— — |&@[

3

A~ 2 . -, - -
h(w)\ ,o<[-z,7] para una multirresolucion spline cubica

21




Onditas Ortogonales

Las onditas ortogonales llevan los detalles necesarios
para aumentar la resolucion de una sefnal aproximada.

Las aproximaciones de f en las escalas 2! y 2I-1son sus
proyecciones ortogonales en los espacios V; y Vi ;.

V Jel, Vic Vi, o V,=V.&W,

P, f=P, f+R,f

-/

Lleva los detalles de f que aparecen
en la escala 2i-1, pero que desaparecen en la
escala mas tosca 2.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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‘ Descomposicion en subespacios

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Construccion de bases ortogonales de W,

Teorema:
Sea ¢ una funcion de escala y h el correspondiente filtro espejo
conjugado. Sea v la funcion cuya transformada de Fourier es

N

g&(a)):%g(gj ¢(§j con G(w)=e'h(w+r).

. 1 (t=2'n
Indiquemos  y/; ,(t) = @ W( ) ]
Para cualquier escala 2), {; .}, ., €s una base ortonormal
de W;
Para todas las escalas, { ¥ \}jn)czxz €S Una base ortonormal
de L%(R).

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 24



e A3

(MRA 2:V,cV,) V,=V,® W,

w(t/2)eW, cV,=ge{g(t—n),ne”Z}

p(t/2) =Y 3] ¢, (1), con a,[n]=(y.¢,,)

%t//(tIZ) ~ 3" gInl ¢t —n), con g[n]=\15<w(;),¢(t—n)>-

Aplicando FT:

1 .
Wﬁ 2y (20) = §(o) p(@).

a 1ocucia P S5 &

007 (Continda) 25



Lema (previo para continuar la Dem)

La familia {; .}, €s una base ortonormal de W; si'y solo si

(o) +|G(w+7)| =2
Yy §(@)h"(@)+§(o+7)h (0+1)=0
Ideas importantes de la demo del Lema:
* ., () esortonormal < VoeR, (o)=Y plo+kr) =1
« W,es ortogonal aV, & e}, L 14,0},
* Verifica que V=V, ® W,:
v a[n]e12(2),3b[n]e12(Z) y c[n] e 1%(Z) taq.
Saln] 2 ¢(2lt—2"n])= bl ¢(t—n)+ Sclnlv (t—n)

N=—c0 N=—c0 N=—o0

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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l\A Za[n]ﬁqﬁ 2t —27n])% Zb[n]gbt n) ic[n]w(t—n)

N=—o0 N=—o0

W,  Aplicando FT :

S 7)3(% )-8 )+ ) v )

N 1 W)\ A @ A Lo @
Como W(a)):ﬁg(ng}(Zj y ¢(w):2 / h(zj

La ecuacion se satisface necesariamente si

O\ p, @ ®
3(2) =b(w) h (2) +C(w) (2)

Definimos 1
6(20)) = 2 [a(a)) h* (a))+ a(w+7)h” (a) + 7[) ] > a[n]
1 . "
C(Za)) = 2 [a(a)) d (a))+ Ao+ 7) @ (a) + 7z) ] = b[n]
Donde valen las hipotesis del Iemasy ademas que o (a)f Ll (a) N 7[12 _ Z—J
egunda Escuela de Posgrado - Re

2007 Fin Lema



¢ Que decia nuestro teorema ?

Teorema:Sea ¢ una funcion de escala y h el correspondiente
filtro espejo conjugado. Sea w la funcion cuya transformada
de Fourier es

() = } @(wj &(ﬂj ccon G(w)=e'h(w+7).

2 "\ 2 2
. 1 (t=2'n
Indiquemos ;. (t) = o7 W( 5 j
Para cualquier escala 2, {y; .}, - €s una base ortonormal de
W.

J.
Para todas las escalas, { ¥ }; n) czxz €S Una base ortonormal de

L2(R).

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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(cont. Demo Teorema)

por Hipotesis: G(w)=e"" h"(w+ ). = valen las hip. del lema =
© {¥ntnz €S una base ortonormal de W,

© Los espacios detalle {W;}; ., son ortogonales

W LV, ; WcV,cV, Vi<l = W, LW,
© L®=07, W,
W, LV, ; V,,=W &V, =
J<L, V,=W, 0V, =W, OW,,®V,, =W, & -OW, OV,
V=@, W, eV, , si J<L

limV, ={0}= limV, =®"*, ,W, @ limV, =@", | W,

] >+ L—+o L—+o0 J

fim-V- :clos(jU vg =R =|L*(R) = im V=77, W,

j—>—o0 -0 Skoynda Escuela dé Posgrs TIJ —>—o0 ! ]
2007 FIn Teorema




I.a dem del Teorema =

% w(t/2)=> g[nlg(t—n), con g[n]= \%<W(;j o(t— n)>.

N

e'“h’(w+7) por Hipotesis.

y (o)

Aplicando FT1 = g[n] : (- " h[1-n].
Filtro espejo para la ondita

_ baf ||:|Itro pasa bajo

— — |g@f

™ Filtro pasa alto

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 30



Descomposicion ondita

f el’(R)= @ W,

+00

PWJ- f = Z<f’Wj,n> Yin

N—=—o0

f(t):iPij_z Z( Vi) ¥ia®)

=—00 |[Nl—=—00

Descomposicién Ondita de f(t)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Onditas y Bancos de Filtros

fel?@ —— Ryt Y Rt
Py f

j+1

a[n]=(f.¢;,) y di[n]=(f.y,,)

_ _ X[p] sin=2p
[n] [iy [n] {o Si n=2p1
Reflexion :
Up Sampling

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Transformada Ondita Ortogonal Rapida

Descomposicion

aj+1[p] = ih[n—Zp] aj[n] =4a; * ﬁ[2 pl

N=—c0

dj+1[p]: ig[n_zp] aj[n]:aj *g[2p]

N=—o00

Reconstruccion

a[pl= S hip-2n]a ,[n]+ > glp-2n]d,,[n]

N=—o0 N=—00

:éj+1*h[p]+aj+l*g[p]' 3 ~—{ b 12 ag -

+aj+2—hr———

— g _i‘z_h'djﬂ -

o ——t2 h —w—F——2j+1

Segunda Escuela dj+2 | Tz T d_j+l




Wavelet Discreta vs. Wavelet Continua

<-—- Scale

P

<-—- Scale

P T e

P

Discrete Dyadic Grid
LI O T T B O R I O T O

.

P

20 O

20 O

Continuous Dyadic Grid
O 00 OO0 0 0 O ¢

o o o O O O O O O

O 0 00 00 OO0
5 888 8888

i O

O

.

20 O

o O

o O

o O

Time -—->
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x(n)

Made - "d" vowel

log2(s)

100

100

200

200

300 400 500 600 700
CWT - Sombrero Mexicano

|
500 600 700 800 900 1000

300 400
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Original signal

o2t ||

OJ L
-0.2 |
| | 1 1 | | | | f 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Approx. coef:cal Detail coef:cd1
0.4
0.2¢
0 Pl Ao Aoy s
-0.2

100 200 300 400 500

100 200 300 400 500

DWT de la “a” sostenida

a

]

= _h_lg_"“ajﬂ = _h_l2+aj+2_"'_“
Rl ey IR I O e B P con la ondita de Daubechies
. X . N
de orden 1
jr2 —— 12 b 1 f2 h Tﬂj o ]
I *2 . de 12 | & Red ProTIC - 36




Origina signd

y(n)

Approximation &t level 1

R, f

Detail at level 1

0.2

-0.2

|
100 200 300

400 500 600

700 800
Time (n)

900

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Origind signd

i ’f/ ‘ ‘M

N ﬂ/\\ A J‘/‘\ ‘\ “\‘ [V/N A /\ “ ‘
!j \ !J"J Wv \ﬂﬁ\ / \/" \\\ /f( W V\/\ K \/M\\Uf

Mvrh [ | | /
-0.2 JJ( v N/ J \ ¢ J

02

/|
.
|

I

| |
L/
[

Approximation + Detail at level 1

Reconstructed signd: a0

1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

a, ” b —&‘2—-——~ﬂ_1+[ i —lZ—b—aj_,_z—h———
- g —*Z—I--dj_,_L -z —{2—h—dj+2
i —w— 12 b e 3j+1 12 h a;
1y
dy, {42 g dijq bo b g
ed ProTIC -
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Ori gind signd

02

. A A M -
-0.2’ 7 “M \/M\ﬂ“/“ NVANARY

1 200 300 400 500 700 800 900 1000

0.5

ca3
o

-0.5
0.5

Vv, A MV,

cd3
o

-0.5
0.2 W, W

etk v
s

-0.05
0 200 400

cd2
o

-0.2
0.05

cdi
o

Coeficientes de la descomposicion hasta nivel 3
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Origina signd anda,, d,, d, andd,
— 02 [ ‘/ﬁ‘\ //" “M\ B
c L AN J L AN [\’\/V J
= 0 IRV / f v y %
o2l M VoV / VVM
02 |
< 0o
-0.2
0.1
o’ 0ff
-0.1
0.1
SV O
-0.1
0.05
- Op
_005 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Time (n)

10‘00
Reconstruccion de la seial a partir de
una descomposicion de nivel 3
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Original signal and Reconstruction at level 0

A N M|
[ I\ [
T (| [
= LA A / I /\J A AN A
(= L f [ f / \ \ o/ A
= 0 | K‘\/ \\ / WM” \/ \ / V4 ﬂ\f\ J / \/ \/
02p Y v VN

- 4 L L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Time(n)

Error de la aproximacion por ondita Daubechies -dbl

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Ahora se esta en condiciones de leer la seccion
5.5.1 de diseno de onditas y bancos de filtros

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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