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Bases Ondita

Construcción de onditas, por dilataciones y traslación de una familia

que es una base ortonormal de L2(R). 
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Procesamiento de Señales Ù Análisis Armónico.
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Onditas Ortogonales, dilatadas por 2j portan las 
variaciones de la señal en la resolución 2-j.

Ø

La construcción de dichas bases puede relacionarse 
con Aproximaciones Multirresolución de señales.

Ø

Equivalencia entre Bases Onditas y 

Filtros Espejo Conjugados

usados en bancos de filtro multi-tasa.
Ø

Algoritmos Rápidos.

Onditas ortogonales
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Bases Ondita Ortogonales

Las Aproximaciones Multirresolución 
calculan las aproximaciones de f en diferentes resoluciones

con proyecciones ortogonales en diferentes espacios 

{Vj}j∈Z ; Vj ⊂ L2(ℜ )

x(t)∈ L2 (ℜ )
la suma parcial de los coeficientes ondita

puede interpretarse como la diferencia entre dos 
aproximaciones de f en 

las resoluciones  2-j+1 y 2-j.

∑
n

njnj tf )(, ,, ψψ

El parámetro de escala 2 j es la inversa de la 
resolución 2 -j !!!!!
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Aproximaciones Multirresolución

Definición: (Mallat, 1989; Meyer, 1992)
Una sucesión {Vj}j∈Z de subespacios cerrados de L2(ℜ ) es 

una aproximación multirresolución sii satisfacen las 
siguientes propiedades:

     ,}0{=∩=
∈+∞→ jZjjj

VVlim

jj VVZ,j          1 ⊂

)(..)(en    denso es  22

Z j
ℜ=ℜ∪

∞→∈
LVlimeiLV j-jj

j
j

j VktfVtfZkj ∈−⇔∈∈∀ )2( )(,),( 2

∈∀ +

 , 
2

 )(, 1+∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔∈∈∀ jj VtfVtfZj

{ } .V de Riesz de base una  es  )(/ 0Znnt ∈−∃ θθ

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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(MRA1)  Vj es invariante por traslaciones 
temporales proporcionales a la escala 2j.

Vj será asimilado a una grilla uniforme a intervalos 
2jÖ caracteriza la aprox. a resolución 2-j.

j
j

j VktfVtfZkj ∈−⇔∈∈∀ )2( )(,),( 2

(MRA 2) Condición de Causalidad: Una 
aproximación en el nivel de resolución 2-j tiene toda 

la información necesaria para calcular la 
aproximación en el nivel 2-j-1.

jj VVZ,j          1 ⊂∈∀ +

(MRA 3) dilatación de funciones de Vj define 
aproximaciones en un nivel de resolución

mas tosco 2-j-1

 , 
2

 )(, 1+∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔∈∈∀ jj VtfVtfZj
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(MRA 4) Cuando la resolución 2-j → 0, 
se pierden detalles de f y

     ,}0{=∩=
∈+∞→ jZjjj

VVlim

0=
+∞→

fPlim
jVj

(MRA 5) Cuando la resolución 2-j → +∞,  las 
aproximaciones se aproximan a la señal original f  

y
 0=−

−∞→
fPflim

jVj

)(..)(en    denso es  22

Z j
ℜ=ℜ∪

∞→∈
LVlimeiLV j-jj

(MRA 6) posibilidad de una discretización. 
θ se interpreta como una célula de resolución unitaria.

{ } .V de Riesz de base una  es  )(/ 0Znnt ∈−∃ θθ
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{2-j/2 θ(2-j t -n)} es base de Riesz de Vj con las 
mismas cotas de Riesz A y B en todas las escalas 2j.

Estabilidad 
Numérica+ (MRA3)

∀ f ∈ V0 , existe única descomposición

222 ][

con

)(][)(

fBnafA

ntnatf

n

n

≤≤

−=

∑

∑

∞+

−∞=

+∞

−∞=

θ

Una familia {θ(t-n)}n∈Z es una base de Riesz
del espacio V0 que genera si y sólo si existen 
A>0 y B>0, tales que

.1)2(ˆ1,],[
2

A
k

B k
≤−≤−∈∀ ∑

+∞

−∞=

πωθππω

Teorema
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1) ortogonalizar la base de Riesz

2) encontrar una base ortonormal de Vj por 
dilatación y traslación de una función de escala

(scaling function) φ .

es la aproximación en la escala 2j .
jVP

Funciones de Escala (Scaling)

La aproximación de f en el nivel de resolución 2-j está
definida por la proyección ortogonal PVj f en Vj .

¿ Cómo calcular dicha proyección?
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Sea {Vj}j∈Z una aproximación multirresolución y φ la 
función de escala cuya transformada de Fourier es

Indiquemos

La famila {φ j,n }n ∈Z es una base ortonormal de Vj para 
todo j ∈Z .

212
)2(ˆ

)(ˆ)(ˆ
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⎞⎜

⎝
⎛ +

=

∑ ∞+
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ωθωφ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= jjnj
ntt

22
1)(, φφ

(Ver demostración en pag. 225.)

Teorema



Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 12

Aproximación por Escalas

njj fna ,,][ φ= Coeficientes escala 

∑
+∞

−∞=

=
n

njnjV ffP
j ,,, φφ Aproximación en base 

ortonormal por escalas
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2
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Ejemplo: Spline Cúbica
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Función de escala Spline Cúbica y 
su transformada de Fourier
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Función de escala Spline Cúbica
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¾ La energía de           está concentrada en [-π, π].

¾ no es despreciable en [- 2-j π, 2-j π].

)(ˆ ωφ

)2(ˆ2 * ωφ jj

Ø

Las aproximaciones discretas aj[n] es un 
filtrado pasa-bajo de f muestreado en intervalos 2j .

¾ φ(t) tiene soporte infinito pero decae rápidamente a 0.



Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 16

Aproximaciones multirresolución del EEG mostrado al pie
Los coeficientes a_j[n] en los niveles de resolución 2^{-j}, 

calculadas con splines cúbicas.

L=3 es el nivel mas tosco de resolución.
Si n=length(f)=2^J, entonces resuelve para j=L:J-1.
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%CAPTION
fprintf('\n');
disp('Figura 7.3')
disp('La señal original esta al pie')
disp('Las señales discretas siguientes son la 
aproximaciones multirresolución')
disp('a_j[n] en las escalas 2^j, (niveles de resolución 
2^{-j}),')
disp('calculadas con splines cúbicas.')
fprintf('\n');
disp('L=3 es el nivel mas tosco de resolución')
disp('Si n=length(f)=2^J, entonces resuelve para 
j=L:J-1')
fprintf('\n');
%--------------------------------------------
clear all;
close all;
%------------------------------
% axes handles

delta = 1/20;
unit = (1-6*delta)/6;
h1 = [delta delta 1-2*delta 1.5*unit];
h2 = [delta unit+2*delta 1-2*delta 

6*unit];

%------------------------------
%Gráfica de la señal EEG

load C:\MyMatlabTBs\Detector\detecTB\señales\s
f=f(201:712);

figure(1);clf
axes('position',h1);
plot(f)
text(-25,-1,'f(t)');
axis([0 length(f) min(f) max(f)])
axis off

%------------------------------
L = 3;

qmf = MakeONFilter('Daubechies',6);
wc = FWT_PO(f,L,qmf);
figure(1);

axes('position',h2);
wcoef = ShapeAsRow(wc);
[n,J] = dyadlength(wcoef); 
t = (.5:(n-.5));
LockAxes([0 n 0 (J-L+1)]);
scale = .9;
w = wcoef(1:2^L);

for j = L:J-1,
tj = n.*(.5:(2^(j+1)-.5))./2^(j+1);
w = UpDyadLo(w,qmf) + 

UpDyadHi(wcoef(dyad(j)),qmf);
maxw = max(w);
newPlotSpikes(J-j,tj, scale .* (w./maxw),n);

text(-25,-j+J-1/5,sprintf('2^{%d}',-j));
end
axis off

(WaveLab802)
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Filtros Espejo Conjugados

Ecuaciones de escalas

jj VVZ,j           2)(MRA 1 ⊂∈∀ +

( ) 01
21

01     22  0 VVtVV,j ⊂∈⇒⊂= − φ

( ) ∑
+∞

−∞=

− −=⇒∈−=
n

ntnhtZnntgenV ),(][22}),({ 21
0 φφφ

donde ( ) )(,22][ 21 nttnh −= − φφ es un filtro

(*)

Aplicando FT en (*):

( ) )(ˆ)(ˆ22ˆ 21 ωφωωφ h−= ∑
+∞

−∞=

−=
n

inenhh ωω ][)(ˆcon

¿ Podrá representarse           como producto 
de dilataciones de           ? 

)(ˆ ωφ
)(ˆ ωh
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⇓
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∏
⎥
⎥
⎦
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=

(iterando)

( ) )2(ˆ)2(ˆ22ˆ 211 ωφωωφ ppp h −−−+− =∀ p ≥ 0;

)0(ˆ)2(ˆ  0en  continua es  ˆ Si φωφωφ =⇒= −

+∞→

P

P
lim

⇓

( ) )0(ˆ
2

)2(ˆˆ
1

φωωφ ∏
∞+

=

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

p
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¿ Es φ(t)  una función de escala?

Î φ(t)



Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 20

Condiciones necesarias y suficientes  (Mallat-1989,Meyer-1992)

)(ˆ ωh

[ ]
0)(ˆinf

2,2
>

−∈
ω

ππω
h

Teorema: Sea φ ∈L2(ℜ) una función de escala integrable
a) La serie de Fourier de                                         

satisface:  
( ) )(,22][ 21 nttnh −= − φφ

,2)(ˆ)(ˆ,
22
=++ℜ∈∀ πωωω hha.i)

.2)0(ˆ =ha.ii)

b) Recíprocamente, si 
i) es 2π periódica y diferenciable con continuidad en un 

entorno de ω=0
ii) satisface (a.i) y (a. ii) del punto anterior y

iii) 

Entonces                                      es la FT de una función de 
escala φ ∈L2(ℜ)

( ) )0(ˆ
2

)2(ˆˆ
1

φωωφ ∏
∞+

=

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

p

ph
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Los filtros discretos que satisfacen la condición

se denominan Filtros Espejo Conjugados (CMF).

,2)(ˆ)(ˆ,
22
=++ℜ∈∀ πωωω hha.i)

Utilidad: 
Permiten descomponer una señal discreta en bandas 
de frecuencia separadas mediante bancos de filtros.

],[,)(ˆ
2

ππωω −∈h para una multirresolución spline cúbica

Filtro pasa bajo

Filtro pasa alto

Filtros Espejo Conjugados
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Lleva los detalles de f que aparecen 
en la escala 2j-1, pero que desaparecen en la 

escala más tosca 2j.

Onditas Ortogonales

Las onditas ortogonales llevan los detalles necesarios 
para aumentar la resolución de una señal aproximada.

Las aproximaciones de f en las escalas 2j y 2j-1 son sus 
proyecciones ortogonales en los espacios Vj y Vj-1. 

1         −⊂∈∀ jj VVZ,j Ö jjj WVV ⊕=−     1

fPff
jjj WVV +=

−
P  P  

1
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Descomposición en subespacios

V0

V1 W1

V2 W2

V3 W3
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Construcción de bases ortogonales de Wj

Teorema:
Sea φ una función de escala y h el correspondiente filtro espejo 
conjugado. Sea ψ la función cuya transformada de Fourier es

,
2

ˆ
2

ˆ
2

1)(ˆ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

ωφωωψ g ( ) ( ).ˆˆcon    * πωω ω += − heg i

.
2
2

2
1)(      Indiquemos , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= j

j

jnj
ntt ψψ

Para cualquier escala 2j, {ψj,n}n∈Z es una base ortonormal
de Wj. 

Para todas las escalas, {ψj,n}(j,n)∈ZxZ es una base ortonormal
de L2(R).
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
ˆ

2
ˆ

2
1)(ˆ ωφωωψ g¿ ?

}),({)2/( 01 ZnntgenVWt ∈−=⊂∈ φψ

):2( 01 VVMRA ⊂ 110     WVV ⊕=

.,][con    ),(][)2/( ,00,00 nn natnat φψφψ ==∑

.)(,
22

1][gcon    ),(][)2/(
2

1 nttnntngt −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=∑ φψφψ

Aplicando FT:

).(ˆ)()2(ˆ2
2

1 ωφωωψ g)=

(Continúa)

Dem:
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• es ortonormal ⇔

• W0 es ortogonal a V0  ⇔

• Verifica que V-1= V0 ⊕ W0 :

( ) ( ) ( )∑∑∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

− −+−=−
nnn

ntncntnbntna ψφφ ][][]2[22][ 1

La familia {ψj,n}n∈Z es una base ortonormal de Wj si y sólo si

2)(ˆ)(ˆ 22 =++ πωω gg

0)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆy        ** =+++ πωπωωω hghg

Ideas importantes de la demo del Lema:

{ }
Znn t

∈
)(,0ψ

{ } { }
ZnnZnn tt

∈∈
⊥ )()( ,0,0 φψ

t.q.)(][)(][),(][ 222 ZlncyZlnbZlna ∈∈∃∈∀

1)(ˆ)(, 2
=+=ℜ∈∀ ∑ πωψωω kI

Lema (previo para continuar la Dem)
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V-1

V0 W0

( ) ( ) ( )∑∑∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

− −+−=−
nnn

ntncntnbntna ψφφ ][][]2[22][ 1 ?
Aplicando FT :

( ) ( )ωψωωφωωφω
ˆ)(ˆˆ)(ˆ

2
ˆ

2
ˆ

2
1 cba +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
ˆ

2
ˆ

2
1)(ˆ

ωφωωψ g ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

2
ˆ

2
ˆ2ˆ 21 ωφωωφ hComo y

La ecuación  se satisface necesariamente si

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
ˆ)(ˆ

2
ˆ)(ˆ

2
ˆ

ωωωωω gchba

Definimos

( ) ( ) ( )[ ]πωπωωωω +++= ** ˆ)(ˆˆ)(ˆ
2
12ˆ hahab

( ) ( ) ( )[ ]πωπωωωω +++= ** ˆ)(ˆˆ)(ˆ
2
12ˆ gagac

( ) ( ) 2ˆˆ 2*2* =++ πωω hh
Donde valen las hipótesis del lema y además que

Ö a[n]

Ö b[n]

Fin Lema
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¿ Que decía nuestro teorema ?

Teorema:Sea φ una función de escala y h el correspondiente 
filtro espejo conjugado. Sea ψ la función cuya transformada 

de Fourier es

,
2

ˆ
2

ˆ
2

1)(ˆ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

ωφωωψ g ( ) ( ).ˆˆcon    * πωω ω += − heg i

.
2
2

2
1)(      Indiquemos , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= j

j

jnj
ntt ψψ

Para cualquier escala 2j, {ψj,n}n∈Z es una base ortonormal de
Wj. 

Para todas las escalas, {ψj,n}(j,n)∈ZxZ es una base ortonormal de 
L2(R).



Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 29

( ) ( ).ˆˆ    :Hipótesispor * πωω ω += − heg i ⇒ valen las hip. del lema ⇒

☺ Los espacios detalle {Wj}j∈Z son ortogonales

ljjlljj WWljVVWVW ⊥⇒<∀⊂⊂⊥ −1;

☺ jj WL +∞
−∞=⊕=ℜ)(2

⇒⊕=⊥ − jjjjj VWVVW 1;

LLJJJJJJJ VWWVWWVWVLJ ⊕⊕⊕=⊕⊕=⊕=< ++++++ L122111,

LJsiVWV Lj
L

JjJ <⊕⊕= += ,1

( ) ( ) jjJJj
j

jj
WVlimLLVclosVlim ∞+

−∞=−∞→

+∞

−∞=−∞→
⊕==ℜ⇒ℜ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 22U

jJjLLjJjJLjj
WVlimWVlimVlim +∞

+=+∞→

+∞
+=+∞→+∞→

⊕=⊕⊕=⇒= 11}0{

☺ {ψj,n}n∈Z es una base ortonormal de Wj

Fin Teorema

(cont. Demo Teorema)
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.)(,
22

1][gcon    ),(][)2/(
2

1 nttnntngt −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=∑ φψφψ

Aplicando FT-1 Ö

( ) ( ) .Hipótesispor    ˆˆy    * πωω ω += − heg i

].1[)1(][ 1 nhng n −−= −

Filtro espejo para la ondita

Filtro pasa bajo

Filtro pasa alto

La dem del Teorema Ö
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Descomposición Ondita de f(t)

nj
n

njW ffP
j ,,, ψψ∑

+∞

−∞=−

=

∑ ∑∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=−

+∞

−∞=

==
j

nj
n

nj
j

W tffPtf
j

)(,)( ,, ψψ

jj WLf +∞
−∞=⊕=ℜ∈ )(2

Descomposición ondita
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Onditas y Bancos de Filtros
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Transformada Ondita Ortogonal Rápida
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Wavelet Discreta vs. Wavelet Continua
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Ahora se esta en condiciones de leer la sección
5.5.1 de diseño de onditas y bancos de filtros


	Transformada Ondita.� Teoría y Aplicaciones
	Contenidos
	Bases Ondita
	Onditas ortogonales
	Bases Ondita Ortogonales
	Aproximaciones Multirresolución
	Teorema
	Funciones de Escala (Scaling)
	Teorema
	Aproximación por Escalas
	Ejemplo: Spline Cúbica
	Función de escala Spline Cúbica
	(WaveLab802)
	Filtros Espejo Conjugados
	Condiciones necesarias y suficientes  (Mallat-1989,Meyer-1992)
	Filtros Espejo Conjugados
	Onditas Ortogonales
	Descomposición en subespacios
	Construcción de bases ortogonales de Wj
	Dem:
	Lema (previo para continuar la Dem)
	¿ Que decía nuestro teorema ?
	(cont. Demo Teorema)
	La dem del Teorema 
	Descomposición ondita
	Onditas y Bancos de Filtros
	Transformada Ondita Ortogonal Rápida
	Wavelet Discreta vs. Wavelet Continua

