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Elementos de Algebra Lineal

A=(a,;)eR™, A =(a,;)eR™  Traspuestade A

. i . . Traspuesta Hermitiana de A
AeC?, A7 =(a, )eC?” _ »
a o Adjunta Hermitiana de A
A se dice Simétrica sii A = Al
Hermitica o Hermitiana sii A = AH
Unitaria sii A=A yATA=AAl=]|

Ortonormal u ortogonal sii es real y unitaria.
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Propiedades (I)

Una matriz ortonormal A
preserva el producto interno (real) de dos
vectores reales

<Ax , Ay>=<x,y> si A ortogonal, x,y de R"

Una matriz unitaria U
preserva el producto interno de dos vectores
complejos
<Ux , Uy> = <x,y> si U unitaria, x,y de Cn
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Descomposicion en valores singulares (SVD)

Ben Noble y James W. Daniel, “Algebra Lineal Aplicada”, cap. 8, 2da ed., Prentice Hall, 1989.

A matriz pxq
U e C”? unitaria (Ortogonal si A es real)
3V e C*™ unitaria (Ortogonal si A es real)

1% e C”™ diagonal /

_{0 Sii# j

" 0,20 sii=j

0,20,;811> ]
A=UZV" (04=UZV" siAesreal)
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'SVD (cont)

A=UZV" (04=UZXV"siAesreal)

. Vectores singqulares izquierdos
Valores singulares de A J G

o, autovalores de 4" 4

. H H
v, :cols.de V', autovect.asoc. u'Ad=cyv

o.” autovalores de 4 4"
u, : cols.de U, autovect.asoc.

A V. =0. U. .
’ t Vectores singulares derechos

i=1..5s

s=min(p, q).
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‘ E]emplo (SVS) A=[20 -1 sqr(3) ; -1 -sqr(3)]:

W 0

-1 43
-1 -3

X =

20000 O

-1.0000 1.7321

-1.0000 -1.7321
A*A
A*A =

g g X no es unitaria

A*A
A*A'=

4.0000 -2.0000 -2.0000
-2.0000 4.0000 -2.0000
-2.0000 -2.0000 4.0000

ev2=eigs(A*A")
ev2 =
6.0000
6.0000
-0.0000

sqrt(6) = 2.4495
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[U,S,V] = svd(

U

Unitarias

(Ortogonal)

S

\Y

\T)Autovectores de A’A

: :

0.8165 -0.0000
-0.4082 0.7071
-0.4082 -0.7071

(0;)? = A
| '
2.4495 0
0 2.4495

Autovectores de AA’

;

o

!
0

[

A =USV' =USV"

— q_. _
AT V=0 Y, AT U, =0,V

sv=svds(A) % valores singulares de A
SV =

2.4495

2.4495

evl=eigs(A™*A)
evl =

6.0000
6.0000

0= mm e k\r _________

ev2=eigs(A*A")

ev?2 = marco
6.0000 /'
6.0000
-0.0000
O/O ___________________________________
sqrt(6) = 2.4495
% ___________________________________

norm(A) = 2.4495

(c;)> = A | o, valores singulares de A;

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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SVD y transformaciones lineales

'V —>Ww dim(V)=q, dim(W)=p;
T(v)=A4v, AeC”?

* El rg(A) = k es igual al numero de valores singulares de A no nulos.

e Los primeros k vectores singulares izquierdos u,,..., u, forman una base
ortonormal del espacio de columnas de A,
I.e. para el codominio de T(v) = Av

* Los ultimos g - k vectores singulares derechos v, ,,...,v, forman una base
ortonormal del espacio nulo de T (del nicleo de T).
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SVD y normas

A=(a;;) es pxq, T(v)=Av

q q
HAH = max E ‘a. ‘ HAH = max E ‘a. ‘
1 . L,j 0 . L,J
Sz 7=z

Y2
HAH2 (maxAutovanrde A A)

= maxValorSingularde A

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Minimos Cuadrados, Pseudo Inversa y Valores Singulares

A=UZXV" unaSVD deA, pxq, de rango k
AT =V X" U" eslaPseudo Inversa de A

donde X7 (Z* ) [ %] At
= .. X .. =
w) B Sy /o, i=]

cono, 20, 1<i<k ; o0,=0, k+1<i<min{p,q}

* X,=A*b hace minima HA x—bH2 , CoN respecto a X.

» Entre todas las x” que hacen minima||4 x— 5|, , X,=A'b es el
infimo.

« X" hace minima |4 x—5|, < x’=x, + v, donde v es una c.|.
arbitraria de las g-k columnas finales de V' y x,=A*b .

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Aplicacion
Compresion de datos

1 foto = 1000 x 1000 y 10 tonos de grises = 10° datos

2 r vectores U, y v; + r nUmeros c; =

sir=5= 2.5.1000+5 = 10.005 datos

Ahorro
de 99%

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Pseudo Inversa

A=UZXV" unaSVDde A, pxq, de rango k

2={al.,jJ, o,=0, o,,=0 parai# .

I, I

AT =Vt U" eslaPseudo Inversa de A

0 i#j
donde X" =(X". xgl X =
(l"]) PR S {1/0‘1. i=j

cono, #0, 1<i<k ; o0,=0, k+1<i<min{p,q}

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Ejemplo (cont) r.q> % TV=A.V

2 01 e . [0.3333 -0.1667 -0.1667
4=l e A :{ 0 0.2887 -0.2887W
-1 -3 « 1 Pseudolnversa
) 1 0 067 -0.33 -0.33]
A A, = 0 1 P=4,4"=| -033 067 -0.33
_ _ 1 -0.33 -0.33 0.67 |

P actua como una “identidad en parte del espacio:

2 0
0.33 -0.1667 -0.1667
A+P: =A = - =
{0 0.2887 -0.2887} 4 PA,=|-1 17321|=4,
-1 -1.7321

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Bases y Marcos - Introduccion

Toda transformacion lineal T es un
“cambio de base".

¢, Como elegir una “buena” base en el espacio
de representacion?.

¢, Queé es una base?.

Una base es una sucesion de vectores
{v,, v,,..} ode funciones {e,, e,, ...} con la
propiedad de representacion unica.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Bases

Todo vector v ( 0 funcion f{z)) puede representarse de
manera unica ( unay solo una) como

v=2bv, O fl)=23 be(r).

Para cada vector existe una Unica representacion.

* El vector nulo solo puede representarse con b; =0 V¥ 1.
» Las funciones base son linealmente independientes.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Propiedades de las Bases

 Independencia Lineal (I.L.)
o Completitud

o SI se agregan vectores, se pierde la independencia lineal.

e Si se sacan vectores, se pierde la completitud.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Bases en espacios de Hilbert

H espacio de Hilbert

{e,},.y €sunafamiliaortogonal enH < <e,,e, >=0,Vn # p

{e } esbase ortogonal sii
i) {e,}esortogonal

i) Vf e H,3 0]} 1im | £ - 2] e, =0

< f,e > = <f,e >
Aln] = 2 y se escribe: f:Z 7€,

€ n=0 e

n
n

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Base ortonormal

{e,} es ortonormalsii es ortogonal y |e, | =1

* Si {e, } es ortonormal, es linealmente independiente (1.1.).

<f, g> = i <f, e, ><g, e, >* Ec. de Parseval

Formula de Plancherel

Un espacio de Hilbert que admite base ortogonal se dice separable
L2(R) y I12(Z) son espacios separables

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Base ortonormal

{e,} es ortonormalsii es ortogonal y |e, | =1

‘fH Z‘ S 8 Formula de Plancherel
Siendo ahora A1l = . ];, eg ~ < fie, >
HfH2 = i‘i[n]‘z Formula de Plancherel
n=0

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007

20



Bases de Riesz (def.)

Debilitando la condicion de ortogonalidad en H (Hilbert)

{e } Es una Base de Riesz o
nd neN ..
Base Incondicional

Si satisface:
1) Es linealmente independiente

) V feH,3{An]},_, talque f = iz[n] e .

L e 2 Ly e
Ll < Sl <241

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007

21



¢Marcos o Bases de Riesz?

Unmarco {¢,},.. tieneuna de las prop. de las
bases de Riesz

> {#.}..- genera el espacio H:
VfeH, Ulnl=Y.(f.4,)4¢,

> Pero no necesariamente son L.I.

Un marco es asociado con sobre-muestreo o
redundancia

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Ejemplo T:R°>NR° | Tv=Tv

[ 2 0 | « 7
T=-1 V3| «
-1 —\/5_ —

o Los vectores {ry, r,, r;} no son L.l. pero generan R2.

Sl(vor || =6 e

=) marco justo

{ry, r,, r;} esun marco de R°.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Hjemplo T:R° >R | Iv=A4,V

~—— A _[03333 -0.1667 -0.1667
<oh | 0 02887 -0.2887
4 =|-1 V3 | « v,
_—1 —\/5_ — 1 T T T
A V5 A
3 3 3 1
veR, v=2 by =D (v = (n) o
i=1 i=1 i=1

 Podemos recuperar v a partir de las columnas v,

» el n- ésimo vector de analisis marco es 7, .
e la n-ésima coordenada es < r,,v>

* el n-ésimo vector de sintesis marco es v*,

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Base vs marco

Y
o
Y
D*EH
1
ClL'D

Bases ortogonales Marco en R?

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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¢Dimension Infinita?

Definicion: Un marco es un conjunto de vectores {r.}

tq.
A < z\<rn,v>f <Bf  VveH

0<A, B son cotas del marco

Si A =B, el marco se llama justo.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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¢ Como recuperar vde {<r,,v >} -7

 Las cotas del marco hacende T" Ty de (T"T)*
operadores acotados.

<V,T*Tv>=<Tv,Tv>=Z <rn,v>‘2

A HvH2 < <v, T*Tv> <B HvH2 Vve H

T T esta acotado por By

su inversa esta acotada por 1/A
B/A es la tasa del marco

Ay B aseguran que v pueda ser
recuperado de manera estable.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Marcos

Teoria de Marcos analiza = completidud
%, estabilidad
%, redundancia
de representaciones lineales de senales discretas

fsenal

Marco: #,}.c caracteriza £ > {(f.4,)}

nel’

Aplicacion: reconstruccion de sefales a partir de
muestreos regularres o irregulares.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 28



Teoria de Marcos (TM)

TM desarrollada por Duffin y Schaeffer (1952) para
reconstruir {f(¢,)} con {¢ ! un muestreo irregular.

H espacio de Hilbert; fe H
(6.} rfinito o infinito, {/+%,)} .

Definicion: La sucesion {g,} __se dice un marco de H si
existen dos constantes A>0 y B>0, tales que para cualquier

fe H , , ,
AP <X e ) < B

Cuando A=B, se dice que el marco es justo (tight frame).

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Operador Marco

<BlA @

A" <3| (f.2.)
U: operador /V feH Vnel , Ufln]=(f.4,).

Si la condicion de marco (1) se satisface,

U se dice un Operador Marco.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Marcos Propiedades (1)
<[

Al <2\ 6,)

Veremos que:

* (1) da condicion necesaria y suficiente para garantizar que
U sea inversible, con inversa acotada.

« Un marco define una representacion completa y estable
de la senal, que puede ser también redundante.

 Si

=1 laredundanciase midecon A4y B

?,

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 31



Marcos - Propiedades (cont)

*Si{¢} _~ son linealmente independientes, 4 </ < B.
Al <Z\ 44, <B4

Al <[44, <Bla.I"
« Un marco es una base ortogonal siy sélosi4 =B = 1.

71"

& A=B=1

HfH

Si A>1 , entonces el marco es redundante y A se interpreta
como el menor factor de redundancia.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Ejemplo 1

{e,,e,} una base ortonormal de un
espacio bidimensional (“plano”) H.
€ \/5 € \/5

o =e ¢2:_E+7ez , Py =————¢,

tienen iguales angulos entre ellos = 27/3

2

3 2
—EHJ’H

feH, X[(f.4.)

¢, ¢,y ¢; definen un marco justo con A=B=3/2.

La cota del marco 3/2 define su redundancia en H / dim(H)=2.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Ejemplo 2

Para 0 <k <K, {g, .},z bases ortogonormales de H

{€ntnez 0<k<k €S Uunamarco justo de H con A=B= K

feH, };Hf,ek,» :HfH2
2 D[S =K1

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Ejemplo 3

Un conjunto finito de N vectores {¢.}; < ., <\ €S
siempre un marco de

V=gen{{d }1 < n<n }
Ejercicio
Cuando N — o, Ay B pueden ir

respectivamente a0y a + oo.

En espacios de dimension infinita,

una familia de vectores puede ser completa, pero
no dar una representacion estable de la senal

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Muestreo Regular

U, =\fel*(®) | suplflc[-z/T,zIT]|
b () =sin(zt I T) (1 T)

Para ¢, = nT (muestreo uniforme),

(T2 hy (-nT) |

ne/

es base ortonormal de U,

Teorema de muestreo de Shannon = reconstruccion de f

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Muestreo Irregular
Para muestreo NO uniforme (Grochening, 1992)

Si limt =40 y limt, =—o

[—>+00 [—>—00

y o =supj <T : Méxima distancia muestral

neZ

.
= {\/ > i h, (t—t, )} es un marco con:
ne/z

A>(1-6IT)2 y B<@1+5/T)%

n+l

\/t =t /2 Factor de amplitud, compensa la densidad no-
n+ n— .
uniforme de las muestras:

atenda la amplitud de los vectores cuando hay
una alta densidad de muestras.
Reconstruccion: inversion del Op. Marco: Uf[n] = <f(t), h,(t—t, )>

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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‘ Complemento Ortogonal (Alg. Lineal)

= H espacio de Hilbert

W subespacio de H

Wt={heHI<hw>=0 VYweW}

W+ es complemento ortogonal de W en H:

= Heslasuma directade W y W+

H=W®Ww-"

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Pseudo Inversa

La reconstruccion de f a partir de los coeficientes
marco Uf/n] se calcula con una pseudo- inversa.

Es un operador acotado gue se expresa con el
marco dual.

ZZ(F)z{x = ) <+oo}

nel’

U:H—[°(I)
ImU = Im{Uf, feH]

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Pseudo Inversa (Teorema)

Teorema: Si {¢.}, . €S uUn marco cuyos vectores son
linealmente dependientes, entonces:

o ImU esta estrictamente contenida en /°(7)

« U admite un namero infinito de inversas izquierdas
VfeH , U'Uf=F.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Teorema (dem 1.)

H) {¢.}, .- : marco de H, vectores Il.d

Teslis: 1) ImUc 12 (/) y son distintos
2) dninfinitas U /VfeH, U U f = f.

Dem 1:
U:H—2)/ U] =(f.4,)

Al <2\ 4)

< o Ul =24
feHcl :>HUfH2 < 400

ImU) c I°(T)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Teorema (dem.)

H) {¢.}, .- : marco de H, vectores Il.d

Tesis: 1) imUc 12 (I |y es distinto de 12 (1)
2) dninfinitas U /VfeH, U U f = f.

Dem. 1 (cont):

@, esld = 3x=0,xel’(0)/ Yxfnlg, =0

nel’

VfeH, Y x[nl{f.¢,)=> x[n]Uf[n]=0

nel’ nel’

— ImUesortogonalax = | ImU=zI12(7).

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Teorema (dem. 2)
U:H— P UfIn]=(f.4,)

2) ¢ U admite un numero infinito de inversas izquierdas -1,
VieH , U7Uf=f

U es marco = U esinyectivo (1al) : (Uf=0= f=0)

U.H—>ImU esinversible

Sea ImU" [ImU"@ImU=/*(T

el Complemento Ortogonal de ImU

Si{¢.},.r esld. = ImU" ={0}

U*:ImU* — H puede ser un operador lineal arbitrario.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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[a pseudo inversa de U

Se define como la inversa izquierda de U
que satisface:

Ut 2()—>H
) UWf=fVfeH
i) Ulx=0, Vxe(ImU)"

Si dim(H) es infinito y U es inyectivo, entonces su

pseudoinversa no es necesariamente acotada

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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De la Pseudo Inversa

 Cuanto mas redundante sea el marco {¢.}, .- , mayor
sera el complemento ortogonal ImuU™

» Esto induce inestabilidades numéricas al tratar de
reconstruir f a partir de Uf.

Notacion:

El adjunto del operador U es U* / (Uf,x)={f.U"x)

~

=

Hﬁ‘lH = sup .
S xel?(n)—{0} HXH

Norma del Supremo

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Teorema (de la Pseudo-Inversa)

~

La pseudo-inversa satisface U't=U'U)'U"

Es la inversa izquierda que tiene menor norma del
supremo.

Si U es un operador marco con cotas A y B entonces

= 1
o7 =7

VA4

Entonces:
e Un operador marco tiene siempre pseudo-inversa
e la pseudo-inversa esta siempre acotada.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007
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Operador Autoadjunto

T:H— H autoadjunto <

Lema: <Tf’f>:<f’T f> Yot

Si L es un operador auto-adjunto tal que existen
A>0y B que satisfacen

vV feH , A|f] <(Lf.f)<B|f|

entonces L es inversible y

|71

1 2 _q 1
vieH , —|/] <(L f,f>§z

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Teorema: El Marco Dual

Sea {¢,}, .r Un marco con cotas Ay B.

~

El marco dual definido por ¢ =(@U'U)"¢

satisface

1y 2 ~ " 1y 2
vieH . <X (1608, =2 (s 4.) 0. </

nel’ nel’

f=UU =Y )b, =2 ([ 8. )9,

nel nel

SI es un marco ajustado, i.e. si A=B, entonces

~

4, = A9,
1
Férmula de reconstruccion | f =— Z<f ¢n> ?,

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 48

nel’



Reconstruccion Parcial

Sea {¢,, _-unmarco de un subespacio V de todo el
espacio de senales.

Uflnl={f.4,)

dan informacion parcial de /'que no es suficiente para
recuperarla completamente.

La mejor aproximacion (cuadratica- media) son los
proyecciones ortogonales de fen V

P,, 1 se calcula con los marcos duales de ¢,

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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RS
S

Pf=U" f=>(f.4,)

Marco dual

¢ P\, es la Proyeccion ortogonal en V?
*, PyfeV?

. (f-P.f.9,)=0 Vpel ?

(f-P.f8,)=(1.8,)- (R S8,)
=(/:4,)-2{14,)(4..9,)
Por la propiedad de marco dual: Z<5ﬂ , ¢p> ¢n — ¢p

(f =R f$,)=0 Vpel

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Si se tiene un numero finito de datos

(VAR .

Como la familia {¢n }03n<N es necesariamente un
marco del espacio V que genera,

la formula de reconstruccion

Pf=U"Uf=Y(f.4,)9,.

nel’

da la mejor aproximacion de f.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Proyeccion Marco y reduccion de ruido

La redundancia del marco es atil para reducir el ruido
agregado a los coeficientes marco.

El vector calculado con coeficientes ruido marco es
proyectada en la ImU para reducir la amplitud del ruido.

Esta tecnica es utilizada para convesion de alta precision
analogica a digital basada en sobremuestreo.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Marcos con Ventanas de Fourier

La teoria de marcos da condiciones para discretizar
Transformada de Fourier por Ventanas.

Sf(.E)=(/.8,;)  8ue=8—u)exp(ig )
lgl=1 =]

gu,f‘zl

{S u,&) :< g, §k>} Representacion Discreta de S

(n,k)eZ?

Es completa si {gun,ék }(n,k)ezz es un marco de L°(R)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Discretizacion del plano Tiempo-Frecuencia

L1 |
o o o o o
Ll
o o o L
=
E o o o o
O,
o o oy < o
o o o o o
o o o o o
0 ' "t

U, : long del intervalo temporal
g, - long. del intervalo frecuencia

U, =nuy; &, =k &,
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Marco con ventanas Fourier
Enk (1)=g(t- n”o) exp(i k So t)

El intervalo de muestreo (u,,&,) se ajusta
con la dispersion temporal de g.

{g nk }(n,k)ezz es un marco en L%(R), con cotas A y B.

Ventanas dilatadas: g.(t)=s"17 g(t/s)

Se obtiene el mismo cubrimiento del Plano T-Fr
aumentando u, con s 'y
reduciendo la frecuencia &, con s.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Marco con ventanas Fourier y
escalamiento temporal

sk (1)=g,(t—nsu,) exp(ik ét)
S

{gs,n,k}(n ez? satisface la misma desigualdad de
marco que g, , }(n,k)eZz con iguales cotas Ay B
con un cambio de variables ¢ = ¢ s en los productos

Internos.
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Condiciones Necesarias

Teorema (Daubechies): La familia de ventanas de Fourier

<. k}(n hez? €S Un marco siy sélo si

27 o mide la densidad
UoSg de los 4&tomos
Las cotas del marco A y B necesariamente satisfacen
A< 27 <B, Traslaciones temporales
u,&, uniformes de g cubren el eje
temporal
VteR, A<—Z‘g(t—nuo)‘ <B,
0 n=—
27 i
VoeR A<— Z‘é(a) —k fo)‘ <B, Traslaciones en frecuencia
Uy k=—o uniformes de g cubren el eje

de frecuencias
Segunda Escuela de Posgrado - Red Proxro -
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Condiciones Necesarias (cont.)

g \ =1 = el marcoes Base Ortogonal < A=B=1

27

A< <B = s0lo es posible para la densidad critica

27 =uy S

UySg

En ese caso, g puede ser no suave o bien tener
decaimiento temporal lento (Teorema de Balian-Low)

l.e
No se puede construir una base de Fourier por

ventanas ortogonales con una ventana g diferenciable
de soporte compacto

g= L Xowiou iz D@ bases ortogonales de Fourier
Vo por ventanas para 2z =u, &,
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Daubechies (1990) = Condiciones Suficientes para
construir marcos Fourier por ventanas.

Marcos Duales

LLos marcos duales de los vectores marco por ventanas
son también marcos Fourier por ventanas

l.e.

traslaciones en tiempo y frecuencia de una nueva
ventana g

g = UN'g,, & O=8-nuy)explik&, )

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Marcos Ondita

LLos marcos ondita son construidos por muestreo
de los parametros tiempo y escala de la CWT.

A)

Ve, = t//(t_—uj =1 = |

Js s

s=a/, paso de dilatacion a>1 suficientemente pequefio

W)= (fv.)= [ 10 fw*(“‘“jdr

=1

Wi,s

u=u,a’

1 t—nuya’
Win \/; 4 Y
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Marcos Ondita: Tiempo frecuencia

L |
nfatly 7 o o o e o o o o
. ¥
n/a¥ 4 o o ——————
U, &
o o
0 - "
nu, & t

¢ Cuales son las condiciones necesarias y suficientes sobre
y,ay Uy paraque {y;,}inez” sea marco de L%(R)?
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Marcos Ondita: Condiciones Necesarias

v real, normalizada y satisface la condicion de
admisibilidad:
(w)\

+00

e

0

< 4

Teorema (Daubechies): Si {y; .} nyez* €S Un marco
de L?(R), entonces sus cotas satisfacen:

Densidad de C

muestreo AL Y _<B

u,log, a
El marco es base
5 ortonormal sii A=B=1

]_ +00 R '

VoeR—{0} , A<— Y |y(a'w) <B

Uy j—

Garantiza que el eje de las frecuencias
es cubierto por las onditas dilatadas
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Marcos Ondita: Condiciones Suficientes

Daubechies (1992) en
“Ten lectures on Wavelets”

da cotas superiores e inferiores sobre las cotas Ay B,
dependientes de y, Uy Y a,
las que son condiciones suficientes para que {v; .} )./

sea un marco ondita de L°(R).
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Marcos Duales Ondita

P~

Vectores marco Ondita Dual W, = (U U )_1z,y .

; Las onditas duales ¥ 7. pueden obtenerse por
dilataciones de escala y traslaciones
de laonditadual w ?

El operador U U en general no conmuta con
dilataciones por a/ = (UU )~/ tampoco lo hace.

« © Pero si conmuta con traslaciones 7 a’u,!!!

l/7j,n (t) — l/7j,0 (t —n ajuo)
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Marcos Duales Ondita

{l,; } | se obtiene calculando cada funcion
I )n, jeZ

~ ~ e —1
elemental wj,O con Wj,n = (U U) l//j,n

y trasladando con v, ()=, (t—n a’u,)

Para marcos justos :

el marco dual es igual al marco ondita original
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Ejemplo: Ondita Sombrero Mejicano

w(t) = %z‘” ’ (t2 —1) exp(%]

. N8 aYe? ~o°
y(w)=- 7 EXD( j

— (L)
0at
0
-0.5 ' -
-9 1 a -9 1
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Aproximacion del marco dual

( I. Daubechies , “Ten lectures on Wavelets” , 1992)

« Con g =2% v>2voces por escala, el marco es
casi justo cuando u, <0.5.

2

El marco dual puede aproximarse por el marco ondita.

Cuando A= B :

C
A~ B~ d =UCW|0926
u,log, a | u,

q=2%

A'y B aumentan proporcionalmente a v /u,
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Invariancia por Traslaciones

Transformaciones Continuas

f)=ft-7)

W)= [ 10— *(t;ujdﬁf*l//s(u) ,

\/MW

con () =5 y(=t/s)
Wf (u,s)=f.*y () =Wf(u-1,s)

CWT es invariante por traslaciones

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007

68



Invarianza de WET
f@)=f(t-1)

Sf(,&) = [ f() gle—u) e “dt=e ™ [+ g, (u)

con g.(1) = g(~1) exp(i& 1)

Sf(u,8)=e™ frg.(u-7)=e"" §f (%)

WFT es invariante por traslaciones

salvo un desplazamiento en la fase.
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Muestreo Marco Ondita

Marco Ondita

<f’§”j,n>:f*97af(n Ug af):Wf(n U af,aj)
Realiza productos internos que muestrean la
transformada ondita continua en intervalos u, a-.

<fr,wj’n>:f*57aj(n uoaj—r)sz(n uoaj—r,aj)

Intervalo de muestreo

Fendmeno de distorsion
No hay invariancia = en las onditas de bases

Segunda Escuela de Posgrado - R
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Muestreo Marco

Wf[u,a-'h /\ k) -")f-\.\q_ o -— 1
T I"'._.-"I -
Weetnal) 4 ¢
_ﬁu{__ﬁuﬁwf RN
T -EI‘I'L'I.D
si 7 #kuya’

Wf.(u,a’) = Wf(u,a’), enu=na’u,

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
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Transformada Ondita Diadica - Cuasicontinua

o la escala s=2".
* el parametro de traslacion « no se discretiza.

4

Representacion ondita invariante en el tiempo.

I—u

2]’

wrw2)=[ 10 w( j di = [ 7, ()

con i, () =w, (- r)— (gfj
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Grilla Diadica - Cuasicontinua

Grilla Continua Diadica
oD D D D D O D D D D O D D D

LA T O e G S S e e
(]

(O G T O B T

o0
858888868

oy
oo O
oo O
oo O
]
o0 O
oo O
o O

oo O

Tiempo (u) —=
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Teorema:

Si existen dos constantes A>0 y B>0 tales que
2

VoeR-{0} , A< f:\z,&(sz} <B,

j=—0

entonces

00

Al <Y S lwrw2)| <zl

=—00

Y si roo A
VoeR-{0} , Yy (2o)y2 o)=1
entonces :
0=y zi wr(.27)* i, (0).

j==o
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Interpretacion

Si el eje de frecuencias es cubierto completamente
por onditas diadicas dilatadas

|5 (27 [
0.3 . .

R
0 2?

i
o2t

Y,

0.25}

0.2r
015

0.1r

0.0k

entonces la Wf(u,2) define
una representacion estable y completa.

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC -
2007 75



or 2
Al <Y o wrw2)| <B|f

4

. 1 - 1
1Lt ) = o W e ) = <f,§%j (f—u)>
Operador Transformada
Ondita Diadica Normalizado

Satisface la condicion de marco
|

Existe una infinidad de onditas de reconstruccion,
que corresponden a
diferentes inversas izquierdas de U

SI yl@)=————— | lainversaizquierdaes la
> V/(ZJCU)‘ pseudo inversa U™ .

j==o




Transformada Ondita Diadica

FWT _ATrou -- Fast Dyadic Wavelet Transform (periodized, orthogonal)
Usage
dwt = FWT_ATrou(x,L)
Inputs
X 1-d signal; length(x) =2"J =n
L Coarsest Level of V_0; L <<
Outputs
dwt an n times J-L+1 matrix
giving the wavelet transform of x at all dyadic scales.

Description S -
To reconstruct use IWT_ATrou s=‘mysignal’;

L=2; %3;
dwt = FWT_ATrou(s,L);

figure(1);clf
DisplayDWT (dwt,4,s);
figure
DisplayDWT(dwt,5,5);
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Ondita Spline Cuadratica

Bo(t) = X0y (1) Spline de orden cero
B.(1) = B, * f,(t) = B,°(t) Spline de 1¢" orden
B, (t) = Bo* By (£) = B, °(£)  Spline de 2% orden

(t) =P, ()= By (1)

1/2  si m espar
O sl m esimpar

&(w):[sin(w/Z)]Ml exp(_l:w), con g:{l Si m es par

/2 0 simesimpar

centradaen = {
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Ondita Spline Cuadratica

(1) = —in2 smg exp(— %j

v 1 Jfo)Ao)_ io|sin(o/d) " _io(l+e)
”’(w)‘ﬁg(zjq{zj_ 4( /4 ] exp( 4 j
Ondita spline

$(L)

O8F

06

04r¢

0.2
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Sefial ariginal - N = 256

Adn J‘U,L AN N Ak

21 ‘i".r" _x‘.l'rjll'r S A ﬂ',l' A,
22 o - .-"'I".ll.lllllulllllll'_ " - ﬂ'l..n"- A nv
23 o e _-/A'l AN —

v = ~
o4 A AN

R
25
25‘-

Coeficientes de la funcion escala

m

s Senal Original;

length(s) = 2] = N = 256; J=8; N=256;

L Nivel mas tosco de V,; L <<J; L=2:
Outputs

dwt matriz de Nx J-L+1 256X%(8-2+1)=256X7

El primer renglon dwt(:,1) corresponde
a los coeficientes de escala
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EEG - Descomposicion Diadica

Sefial Original - W = 2048

el P P! I e A | %ﬂ?ﬂ!ﬁ‘%,—_f\!lf
ey o Wl LT Yo

* (S AN
i e S
SR "'IJ'A 7 leuu"'k - "|]' Um .
7 wﬁ. V_ﬂ."\w U{""——Lwr—_ Pom e 1
AN
S S

Coeficientes de la funcidn escala
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EEG - Reconstrucciéon Diadica

400

200

2 0 :
200 .

_4':”:' | 1 1 1 | | | | | | I
a 200 400 w00 8OO 1000 1200 1400 1600 1300 2000

w10
5

¢

-3
a 200 400 w00 8OO 1000 1200 1400 1600 1300 2000

figure;

subplot(211)

si = IWT_ATrou(dwt,L);
plot(1:length(si),si,'0',1:length(s),s,'r");
subplot(212)

plot(1:length(si),si-s");

ZUU 7
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