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Andlisis tiempo-frecuencia
Atomos Tiempo Frecuencia

Transformacion Lineal Tiempo-Frecuencia
4

correlaciona la senal con una familia de formas de onda
bien concentradas en tiempo y en frecuencia

U
Atomos Tiempo-Frecuencia
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Analisis tiempo-frecuencia

Atomos Tiempo Frecuencia

{4,},cr
¢, L2(R) 'y g, =1

familia general de atomos tiempo-frecuencia
v puede ser un parametro multi-indice

fel’(R) > Tf(;/):Tf(t) #,(t) dt=(f.¢,)
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Analisis tiempo-frecuencia

Atomos 1iempo Frecuencia
Por Parseval:

400

TE () = [ £(1) 4, () dt=%jf(w) 4, (@) do

—00

¢S ¢ (t)=0 para t fuerade un entorno de cierto u
4
(f.4,) depende de los valores de f en dicho entorno

N

SI ¢, (w) =0 para o fuera de un entorno de cierto &
4
<f ,¢7> depende de los valores de f en dicho entorno
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Transformada de Fourier por ventanas (WFT)

Gabor (1946)
ventana simétrica real g : g(t) =g(-t)
g, (t)=¢e""g(t-u)
g normalizada: laf =]g.:]=1 Vv (&) eR?

fel®(R) — Sf(u,§)=<f,gu,§>:jf(t)g(t—u)e“g‘dt

Transformada de Fourier por Ventanas
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Espectrograma

+00

P f(u,)=[(f.9,.) =[sf W& =|[ F®)g(t-uye™ dt

—00

Mide la densidad de energia de f en el

entorno tiempo-frecuencia de (u,&) especificado por

la caja de Heisenberg de g, .
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Atomos de Fourier por ventanas

f(u,&) = Tf (t) g(t—u)e ™" dt
g_{?entana

Operadores:

Modulacion en frecuencia (modulacion temporal)

g(t) — 9g.(t)=g(t) exp(ict)
Traslacion en tiempo

glt) — g,()=g(-u)

g, (1) =9, .(t)=e*" g(t—-u)
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Atomos Ondita

i ondita madre

Operadores
v Dilatacion en escala s

1
) > w. (t)=—F—=w(t/s
w(t) v (t) NS y(t/s)
v Traslacion en tiempo u

v (t) - v, (1) =y (t-u)

¢ (t)_WSu(t)_T (t_—uj

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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Gaussiana Modulada u Ondita de Motrlet (1989)

W(t):4lexp[ivt tzj

T

27z_27z

Modulated Gaussian

0.8 : i :
-4 -2 0 2 4
Time (1)
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Efecto comparado de los operadores
Modulacion en frecuencia v dilatacion en escala

1 : : : 1 : : : 1

Tirme-Freguency

Time-5cale

20 0 20 -20 0 20 -20 0 20

Time (t)
Traslacion en frecuencia: E=2nv, con v ={0.25, 051}

Dilatacion en escala s d rossdo -Qed%m{agmz’ 2+/2 } .



Cajas de Heisenberg

¢, La informacion provista por <f 7, > ?
Ty
4
region en el plano tiempo-frecuencia (t, o)
4

su localizacion depende de la dispersion t-fr del atomo @,
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Cajas de Heisenberg: Dispersion

6,17 = (4,.6,)= [|#, O dt =1 |s, ) distrib. de probab,

Enelejetemporal: u, = [tlg, (0 dt  o2(r)=[(t-u,)?|s, @) dt

En el eje frecuencial:

¢Ay (w) 2da) =27 H¢yH2

|

R

1

=— | w
5 27 %

5, ()| do

b, ()

do o) = [(@-&,)
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Cajas de Heisenberg: Resolucion

Atomos en el plano Tiempo-Frecuencia
Cajas de Heisenberg:

(uy,fy) . centro
: i)
ancho temporal : o,(y) A G
ancho frecuencial : o, (») o, (6)
0 u t

Area o (7) Gw(y)Z%

Solo cajas de area superior a 1/2 corresponden a atomos
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Resolucion tiempo-frecuencia de la WFT

g, corresponde a una caja de Heisenberg de area
o, o, centrada en (u,&)

00 4
g, (@) %
o r |l
éué(m)‘ &
G + ]Gm
e ® e, ®
0 ﬁ ’:J t

El tamano de la caja es independientes de (u,&)

WFT tiene igual resolucion en todo el plano tiempo-frecuencia



Teorema:

Completitud y Estabilidad

¢ Puede recuperarse f(t) a partir de Sf(u,<)?

Si feL?(R), entonces

y

Energia | —

+00 +00

f(t)——HSf(u £)g(t—u)e d& du ()

—00 —00

+00 +00

—00 —00

f(t) dt—— Sf (u, &) d& du
Jirora -] [ sco

Espectrograma

400 400

La (1) puede reescribirse como f(t)zij j<f1gu,g>gu,5 dédu

27T

—00 —00

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007 16



Completitud y Estabilidad

+00 400

j\f(t)\ dt_—j []sf (u, &) d&du

—00 —00

f e L°(R) > Sf(u,&) e L*(R?)
¢ Es esta relacion biunivoca?

Dada ¢ e L2(%?), 3 f e L2(R)/Sf = ¢?

En general NO porque Sf es redundante.

Nucleo Reproductor
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Niicleo reproductor

f)eL’(R) L Sf(u,&)eL*(R?)

¢Cualquier ®(u,&) e L%(R?) es imagen por la WFT de cierta f(t) € L%(R)?

Proposicion: Sea ®(u,é) e L?(R?) . Entonces existe f(t) e L%(R) tal que

D(u,5)=Sf (u,&) si y solo si

+00 +00

DUy o) =5 | [OWE Ky u&dude

—00 —00

con K(UO’U’§O’§):<gu,§’guo'§o>

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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Niicleo Reproductor

K(Uo’u’ é:o’é:) - <gu,§’ guo,e‘o> (Aronszajn, 1950).

¢, Qué informacion da el nucleo reproductor?

K(Ug,u,84,8)
mide la superposicion tiempo-frecuencia de los dos
atomos 9, Y 0.

»Laamplitud de K(uy,u,é&,,&) decaeconuy-uy &, - &

> La tasa de decaimiento depende de la concentracién de energiadeg y @
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Funcion de ambigiiedad

»Laamplitud de K(u,,u,&,,&)decaeconuy,-uyé&,-§

KU1 = (0B ) =0~ (60 +0,) | AUy~ =)

con Ag(r,y)=jg(u+£j g(u—zje”“du
o 2 2

Funcion de Ambigledad de g

_ 1 -~ 7/ -~ }/ I T
Por Parseval Ag(z,y) = 2_£g(G)+§j g(w—aje do

T

»  Latasa de decaimiento depende de:

“ ladispersion temporal deg
Yc la dispersion en frecuencia de g

20




sComo elegir la ventana g ¢

Resolucion tiempo-frecuencia de la WFT depende de
la dispersion de la ventana g en tiempo y en frecuencia.

¢, CoOmo se mide?

A partir del decaimiento de la funcion de ambiguedad.
A partir del area de la caja de Heisenberg.

Teorema de Incertidumbre =» Area minima =1/2 < g es Gaussiana

U

Ag(z,7) es en este caso un Gaussiana bidimensional
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sComo modificar la localizacion tiempo-frecuencia de g¢

¢ Mediante un cambio de escala (Scaling)?
od , o 9 : dispersion tiempo y frecuencia de g (Heisenberg)

g, (t) =s""*g(t/s) dilatacion de g
U

o’ =SS0, y or=0>ls

El area de la caja de Heisenberg no se modifica
La caja es dilatada en tiempo y contraida en frecuencia

Ag.(z,y) = Ag(z/s,sy)

La funcion de ambigiiedad es contraida en tiempo por 1/s
y dilatada en frecuencia por s (s>1).
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Transformada Ondita

La transformada ondita descompone una seinal

aplicando simultaneamente

=» operador dilatacion
=» operador traslacion

sobre un motivo base

: la ondita madre

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007

24



Atomos Ondita
 ondita madre

Operadores
4 Dilatacion en escala s
1
y(t) — WS(t):HW(t/S)
v Traslacion en tiempo u

y(t) —» v, )=y (t-u)

1 t—u ‘ :
o) =y, (t)=— (—) Atomo Ondita
il

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007 25



5Cudl es el efecto de este operador conjunto?

Aplica sobre el grafico de {t,y(t)} una
homotecia de parametro:

s sobre el eje temporal

1 : 1 1
Y] URNSURRU UNNUURRU RRS) DU SO
S
S B Dﬁ -
o 6 o0 g 6 20 g 0 20

Tirne (t)

wr, (£) = ii,zr(ﬁfsj ., ton §= {m@ 2, Eqﬁ}
Je

1/\@ sobre el eje de las amplitudes
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| os atomos

definen el nuevo espacio de representacion

El plano tiempo - escala

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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Transformada Ondita Continua

f = f(t)

CWTY :L*(R) — L*(R?)

f > CWTY(f)=Wf

Wf (u,s)=(f,p,,)= jf(t)—

i

(

t—u

Ja
S

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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s Qué uede ser una “ondita’s
o 4

Una ondita es una funcion < L*(R) tal que

Tt//(t) dt = 0

v, (t) =

tiene valor medio nulo. 1 V/(t — UJ
debe ser oscilatoria. s|

es normalizada: || y| =1

=1

esta centrada en un entorno de t=0. HWU ,S
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La CWT como un filtro lineal

W (U, s) = of f(t)i w(t%‘j dt=f *p (u) @

il

_ 1 Lt
fonde v (t)=—w (—j
s| \S

V. (0) = /|s| v (sw)

v (0) = jgy(t) dt=0 o i es la funcion de transferencia
: de un filtro pasabanda

(1) convoluciona la f con filtros pasa banda dilatados
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s Onditas complejas u onditas reales ¢

6 medir la evolucion temporal de transitorios en frecuencia

Onditas complejas analiticas

& deteccion de transitorios abruptos

Onditas reales
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v Ondita Real

W (u, s) = T f (1) w(t%“j dt

i

v dt=0 = Wf(u,s) mide la variacion de f
e en un entorno de u

e cuando s-> 0, el decaimiento de los coeftes. ondita caracteriza
la regularidad de f

Aplicaciones:
e Deteccion de transitorios

e Analisis fractal
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Ondita Real: Sombrero Mejicano

(t) = 2 5 —1|exp| — t2
W 72_1/4 /30 0_2 20.2

Sombrero Mejicano Normalizada

_ /8 552 L4 o202
v(w) = w° exp[— ; j

B

1 — () ACY
0.5}
0
Q=7
0.5
5 0 5 3 0 5
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‘ Ej em]blo

400

200

-200

00k I | I | | | I | I = t

100 200 300 400 500 600 700 8O0 900 1000
108,(3)

Wf(u,s) calculada con el Sobrero Mejicano

length(f)= N = 2
J = nvoices = 10;
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Wavel.ab

X = ReadSignal("mysignal®);
nvoice = 10;

N=2novice;

t=1:N;

wavelet = “"Sombrero-;

rwt = RWT(X,nvoice,wavelet,1,4);

figure(l);

subplot(211)

plot(t,x);

axis([1 length(x) min(x) max(x)1)

rwt = Fliplr(rwt);

subplot(212)

ImageRWT (rwt, " Individual®, colormap”,“log”);

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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s WT real es completa y preserva la energia ¢

Teorema: (Calderon, 1964; Grossman-Morlet, 1984)
w(t) e L°(R)  funcion real

dw < +0

~ 2

C _I‘W(w)‘

v o Condicién de Admisibilidad
Vv f(t) e L2(R)

f(t)_—_HWf(u S)T (t%‘j dus—f

Completitud

+00-+00

j\f(t)\ dt——_”’VVf(u )|’ du—

Preserv. de la Energia
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s Cudndo se cumple la condicion de admisibilidad ¢

C, = | G0 (1)
4 o W

w(0)=0 (<= tiene media nula) (2)

Sivale (2) y w(w) es diferenciable con continuidad
U

vale la condicion de admisibilidad (1).

v (w) es diferenciable con continuidad

sI i tiene suficiente decaimiento
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s Es redundante la CWT?

WF (u,s) = If(t)lsw*(t_sujdt (1) f(t)—Ciffo(u S)T (t_s jdu? (2)

Reemplazando (2) en (1)

Wf(uo,so)—j[ | [wf(, s)\/_ (t%‘jdu Sf}éw*tt;uO]dt

Wf (u,,s,) = T[ TTWf (u,s) w,,(t)du E] W s, (U) dt

l// 0 —oo

WF (U, s, )——”K(u Uy 5,5, )WF (u,s) du &
S

'//SR

K(U,UO,S130) <Wus’wuo 50>

ocguuua L5CUCIa UT T UbélduU - INCU T'TO I I1IC~Z4ZUU

Nucleo Reproductor




s Inversion de la CWT ¢

Wif(u,s) conocida para s<s,

¢, Es posible recuperar la f(t) ?

Completar la informacion
correspondiente a Wf(u,s) para s>s,

¢ COmo?

Funcion “Scaling” ¢

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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Funcion “Scaling” (escalamiento)

&

= La fase compleja de #(w) se elige arbitrariamente

Propiedades:
. |l =

e lim |4

ow—0

—C

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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Interpretacion de la Funcion escalamiento

1 t
5.0 =$¢(gj y

#, (t) = 4. (1)

Lf (u,s):<f(t),jg¢(t;uj>= f*g, (U)

Aproximacion en baja-frecuencia
de fenlaescalas

f(t) =

1

1 % ds
WG9y ()

v 0

C s

W

HLE(,5) %4, (1
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Funcion escalamiento del Sombrero Mejicano

2

t? t?
t) = —1|exp|l —

Sombrero Mejicano Normalizada

203/

H(w) =

V3 o

272_1/4 , 1 O_Za)Z
0] +—2 eXp —
2

(2]

1)

Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007
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