
Dra. María Eugenia Torres

Universidad Nacional de Entre Ríos 
Facultad de Ingeniería

Laboratorio de Señales y 
Dinámicas no Lineales

Transformada Ondita.
Teoría y Aplicaciones

(Clase 3)

metorres@ceride.gov.ar



Segunda Escuela de Posgrado - Red 
ProTIC-20072

Contenidos

Introducción
Elementos de Matemáticas avanzadas. Operadores lineales. Proyecciones. Espacios 
vectoriales. Filtros lineales invariantes en el tiempo. Integrales de Fourier en L1  y en L2.
Propiedades. Filtros lineales discretos invariantes en el tiempo. Señales finitas. 
Análisis tiempo-frecuencia 
La transformada Fourier por ventanas. La transformada ondita. Frecuencia instantánea. 
Energía tiempo-frecuencia instantánea.
Marcos
Teoría de Marcos. Marcos en Fourier y en onditas. Invariancia ante traslación. Transformada 
Ondita Diádica.
Bases Ondita.
Bases onditas ortogonales. Aproximaciones Multirresolución. Funciones escala. Filtros 
espejo conjugados. Clases de bases ondita. Onditas y bancos de filtros. Bases 
biortogonales. 
Aplicaciones.



Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007 3

Análisis tiempo-frecuencia 
Atomos Tiempo Frecuencia

Transformación Lineal  Tiempo-Frecuencia

correlaciona la señal con una familia de formas de onda
bien concentradas en tiempo y en frecuencia

Átomos Tiempo-Frecuencia
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Análisis tiempo-frecuencia 
Atomos Tiempo Frecuencia

familia general de átomos tiempo-frecuencia
γ puede ser un parámetro multi-índice

Γ∈γγφ }{

1y        )(2 =∈ γγ φφ RL

)(2 RLf ∈ .,)()()( *
γγ φφγ fdtttfTf == ∫

+∞

∞−
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Análisis tiempo-frecuencia 
Atomos Tiempo Frecuencia

ωωφω
π

φγ γγ dfdtttfTf )(ˆ)(ˆ
2
1)()()( ** ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−

==

Por Parseval:

Si                     para  t fuera de un entorno de cierto u0)( ≅tγφ

γφ,f depende de los valores de f en dicho entorno

Si                      para ω fuera de un entorno de cierto ξ

depende de los valores de       en dicho entornoγφ,f

0)(ˆ ≅ωφγ

f̂
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Transformada de Fourier por ventanas (WFT)

Gabor (1946)

ventana simétrica real g :                g(t) = g(-t )

)()(, utgetg ti
u −= ξ

ξ

g normalizada: 2
, ),(1 Rugg u ∈∀== ξξ

dteutgtfgfuSfLf ti

R
u

ξ
ξξ −−==→ℜ∈ ∫ )()(,),()( ,

2

Transformada de Fourier por Ventanas
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Espectrograma

2
22

, )()(),(,),( ∫
+∞

∞−

−−=== dteutgtfuSfgfufP ti
uS

ξ
ξ ξξ

Mide la densidad de energía de f en el 

entorno tiempo-frecuencia de (u,ξ) especificado por 

la caja de Heisenberg de gu,ξ
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Atomos de Fourier por ventanas

)()()( , utgetgt ti
u −== ξ

ξγφ

g ventana
Operadores: 

Modulación en frecuencia (modulación temporal)
)exp()()()( titgtgtg ξξ =→

)()()( utgtgtg u −=→

Traslación en tiempo

dteutgtfuf tiξξ −
+∞

∞−

−= ∫ )()(),(ˆ
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ψ ondita madre

Operadores
Dilatación en escala s

)/(1)()( st
s

tt s ψψψ =→

Traslación en tiempo u

)()()( uttt u −=→ ψψψ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

==
s

ut
s

tt us ψψφγ
1)()( ,

Atomo Ondita

Átomos Ondita
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Gaussiana Modulada u Ondita de Morlet (1989)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ππ
ν

π
ψ

22
exp1)(

2
4

ttit
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Efecto comparado de los operadores 
Modulación en frecuencia y dilatación en escala

}1,5.0,25.0{con   ,2 == υπυξTraslación en frecuencia:

Dilatación en escala: { }22,2,2=a
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Cajas de Heisenberg

¿ La información provista por                      ?                

región en el plano tiempo-frecuencia  (t, ω)

su localización depende de la dispersión t-fr del átomo Φγ

γφ,f
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Cajas de Heisenberg: Dispersión

1)(,
22

=== ∫
R

dttγγγγ φφφφ distrib. de probab.
2

)(tγφ

dtttu
R
∫=

2
)(γγ φ dttut

R
t ∫ −=

222 )()()( γγ φγσEn el eje temporal:

22
2)(ˆ

γγ φπωωφ =∫
R

d

En el eje frecuencial:

ωωφω
π

ξ γγ d
R
∫=

2
)(ˆ

2
1 ωωφξω

π
γσ γγω d

R
∫ −=

222 )(ˆ)(
2
1)(
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Cajas de Heisenberg: Resolución

Atomos en el plano Tiempo-Frecuencia
Cajas de Heisenberg:

( ) centro     :, γγ ξu

)(     :    temporalancho t γσ

)(     :   lfrecuencia ancho γσ ω

2
1)()(     :   Area t ≥γσγσ ω

),( 00 ωt está “mal definido”Sólo cajas de área superior a 1/2 corresponden a átomos
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Resolución tiempo-frecuencia de la WFT

gu,ξ corresponde a una caja de Heisenberg de área 
σt σω centrada en (u,ξ)

El tamaño de la caja es independientes de (u,ξ)

WFT tiene igual resolución en todo el plano tiempo-frecuencia
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Espectrograma
Energía

Completitud y Estabilidad     

¿Puede recuperarse f(t) a partir de Sf(u,ξ)?

Teorema:

Si f∈L2(R), entonces

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−= dudeutguSftf ti ξξ
π

ξ)(),(
2
1)(

y
∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

= duduSfdttf ξξ
π

22 ),(
2
1)(

(1)

La (1) puede reescribirse como ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= dudggftf uu ξ
π ξξ ,,,

2
1)(
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Completitud y Estabilidad     

)(),()( 222 ℜ∈→ℜ∈ LuSfLf ξ

( ) ( ) ?/L,L Dada 222 φφ =ℜ∈∃ℜ∈ Sff

∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

= duduSfdttf ξξ
π

22 ),(
2
1)(

¿Es esta relación biunívoca?

En general NO porque Sf es redundante.

Núcleo Reproductor
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Núcleo reproductor     

¿Cualquier Φ(u,ξ) ∈ L2(R2) es imágen por la WFT de cierta f(t) ∈ L2(R)?

)(),()()( 222 ℜ∈⎯⎯→⎯ℜ∈ LuSfLtf WFT ξ

Proposición: Sea Φ(u,ξ) ∈ L2(R2) . Entonces existe f(t) ∈ L2(R) tal que 

Φ(u,ξ)=S f (u,ξ) si y sólo sí

,),,,(),(
2
1),( 0000 ξξξξ
π

ξ dduuuKuu ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

Φ=Φ

con
00 ,,00 ,),,,( ξξξξ uu gguuK = Núcleo

Reproductor
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Núcleo Reproductor      

¿ Qué información da el núcleo reproductor?

),,,( 00 ξξuuK
mide la superposición tiempo-frecuencia de los dos 

átomos                00 ,, y        ξξ uu gg

La tasa de decaimiento depende de la concentración de energía de  ĝy    g

La amplitud de                         decae con u0 - u y ξ0 - ξ),,,( 00 ξξuuK

00 ,,00 ,),,,( ξξξξ uu gguuK = (Aronszajn, 1950).
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Función de ambigüedad     

La tasa de decaimiento depende de:
la dispersión temporal de g  
la dispersión en frecuencia de ĝ

La amplitud de                         decae con u0 - u y ξ0 - ξ),,,( 00 ξξuuK

∫
ℜ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ωγωγω

π
γτ τωdeggAg i

2
ˆ

2
ˆ

2
1),(Por Parseval

),())((
2

exp,),,,( 0000,,00 00
ξξξξξξ ξξ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−== uuAguuigguuK uu

∫
ℜ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += υτυτυγτ υγ deggAg i

22
),(con

Función de Ambigüedad de g
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¿Cómo elegir la ventana g ?     

Resolución tiempo-frecuencia de la WFT depende de
la dispersión de la ventana g en tiempo y en frecuencia.

A partir del decaimiento de la función de ambigüedad.
A partir del área de la caja de Heisenberg.                    

¿ Cómo se mide?

Teorema de Incertidumbre  Area mínima =1/2 ⇔ g es Gaussiana

⇓

Ag(τ,γ) es en este caso un Gaussiana bidimensional
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¿Cómo modificar la localización tiempo-frecuencia de g?     

¿Mediante un cambio de escala (scaling)?
σt

g , σω
g : dispersión tiempo y frecuencia de g (Heisenberg)

),/(),( γτγτ ssAgAg s =

La función de ambigüedad es contraída en tiempo por 1/s
y dilatada en frecuencia por s (s>1).

)/()( 2/1 stgstg s
−= dilatación de g

g
t

g
t ss σσ =

⇓
sggs /ωω σσ =y

El área de la caja de Heisenberg no se modifica
La caja es dilatada en tiempo y contraída en frecuencia
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La transformada ondita descompone una señal

aplicando simultáneamente
operador dilatación
operador traslación

sobre un motivo base        

Transformada Ondita

: la ondita madre
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Atomos Ondita 
ψ ondita madre

Operadores
Dilatación en escala s

)/(1)()( st
s

tt s ψψψ =→

Traslación en tiempo u

)()()( uttt u −=→ ψψψ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

==
s

ut
s

tt us ψψφγ
1)()( ,

Átomo Ondita
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Aplica sobre el gráfico de {t,ψ(t)} una 

homotecia de parámetro:

s sobre el eje temporal

sobre el eje de las amplitudess/1

¿Cuál es el efecto de este operador conjunto?
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El plano tiempo - escala

Los átomos

definen el nuevo espacio de representación 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
s

ut
s

tus ψψ 1)(,
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Transformada Ondita Continua

)(tff =

dt
s

ut
s

tffsuWf su ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

== ∫
∞

∞−

*
,

1)(,),( ψψ

( ) ( )
WffCWTf

LLCWT

=→

ℜ→ℜ

)(

: 222

ψ

ψ
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1 , =suψ

Una ondita es una función                          tal que  )(2 ℜ∈ Lψ

∫
+∞

∞−

= 0)( dttψ

tiene valor medio nulo.

debe ser oscilatoria.

es normalizada:

está centrada en un entorno de t=0.

1=ψ

¿ Qué ψ puede ser una  “ondita”?

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
s

ut
s

tus ψψ 1)(,
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La  CWT como un filtro lineal

)(ˆ)(ˆ * ωψωψ sss =

∫
ℜ

== 0)()0(ˆ dttψψ es la función de transferencia 

de un filtro pasabanda

ψ̂

( )ufdt
s

ut
s

tfsuWf sψψ *1)(),( * =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫
∞

∞−

donde ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

s
t

s
ts

*1)( ψψ

(1)

(1)  convoluciona la f con filtros pasa banda dilatados
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¿ Onditas complejas u onditas reales ?

Onditas  complejas analíticas

medir la evolución temporal de transitorios en frecuencia

detección de transitorios abruptos

Onditas  reales



Segunda Escuela de Posgrado - Red ProTIC-2007 32

ψ Ondita Real

dt
s

ut
s

tfsuWf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫
∞

∞−

*1)(),( ψ

∫
+∞

∞−

= 0)( dttψ ⇒ Wf(u,s) mide la variación de f               
en un entorno de u

• cuando s-> 0 , el decaimiento de los coeftes. ondita caracteriza             
la regularidad de f

Aplicaciones:
• Detección de transitorios
• Análisis fractal
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Ondita Real:  Sombrero Mejicano

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

2

2

4/1 2
exp1

3
2)(

σσσπ
ψ ttt

Sombrero Mejicano Normalizada

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

2
exp

3
8)(ˆ

22
2

4/12/5 ωσωπσωψ

1=σ
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Wf(u,s) calculada con el Sobrero Mejicano
length(f)= N = 2J

J = nvoices = 10;

Ejemplo
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x = ReadSignal('mysignal');
nvoice = 10;
N=2^novice;
t=1:N;
wavelet = 'Sombrero';
rwt = RWT(x,nvoice,wavelet,1,4);

figure(1); 
subplot(211)
plot(t,x); 
axis([1 length(x) min(x) max(x)])
rwt = fliplr(rwt);
subplot(212)
ImageRWT(rwt,'Individual',`colormap','log');

WaveLab
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¿ WT real es completa y preserva la energía ?

Condición de Admisibilidad

Teorema: (Calderón, 1964; Grossman-Morlet, 1984)

)()( 2 ℜ∈ Ltψ función real

+∞<= ∫
ℜ

ω
ω
ωψ

ψ dC
2)(ˆ

)()( 2 ℜ∈∀ Ltf

2
0

1),(1)(
s
dsdu

s
ut

s
suWf

C
tf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫ ∫
+∞+∞

∞−

ψ
ψ

2
0

22 ),(1)(
s
dsdusuWf

C
dttf ∫ ∫∫

+∞+∞

∞−ℜ

=
ψ

Completitud

Preserv. de la Energía
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¿ Cuándo se cumple la condición de admisibilidad ?

+∞<= ∫
ℜ

ω
ω
ωψ

ψ dC
2)(ˆ

(1)

( )nula media   tiene0)0(ˆ ψψ <== (2)

Si vale (2)  y             es diferenciable con continuidad

⇓

vale la condición de admisibilidad (1).

)(ˆ ωψ

)(ˆ ωψ es diferenciable con continuidad

si ψ tiene suficiente decaimiento
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¿ Es redundante la CWT?

dt
s

ut
s

tfsuWf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫
∞

∞−

*1)(),( ψ (1) 2
0

1),(1)(
s
dsdu

s
ut

s
suWf

C
tf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫ ∫
+∞+∞

∞−

ψ
ψ

(2)

Reemplazando (2) en (1)

dt
s

ut
ss

dsdu
s

ut
s

suWf
C

suWf ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫ ∫ ∫
∞

∞−

+∞+∞

∞− 0

0*

0
2

0
00

11),(1),( ψψ
ψ

( ) ( ) dtt
s
dsdutsuWf

C
suWf susu 00 ,

*
2,

0
00 ),(1),( ψψ

ψ
∫ ∫ ∫
∞

∞−

+∞+∞

∞−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

20000 ),(),,,(1),(
2 s

dsdusuWfssuuK
C

suWf ∫∫
ℜ

=
ψ

0,,00 0
,),,,( susussuuK ψψ= Núcleo Reproductor
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¿ Inversión de la CWT ?

Wf(u,s) conocida para s<s0

¿ Es posible recuperar la f(t) ?

Completar la información 
correspondiente a Wf(u,s) para s>s0

¿Cómo?

Función “Scaling” φ
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Función “Scaling” (escalamiento)

ξ
ξ
ξψ

ωψωφ
ω

d
s
dss ∫∫

+∞+∞

==
2

2
1

22 )(ˆ
)(ˆ)(ˆ

La fase compleja de           se elige arbitrariamente)(ˆ ωφ

Propiedades:
•

•

1=φ

ψ
ω

ωφ Clim =
→

2

0
)(ˆ
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Interpretación de la Función escalamiento

)()(y             1)( * tt
s
t

s
t sss −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= φφφφ

)(1),(),( uf
s

ut
s

tfsuLf sφφ ∗=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

Aproximación en baja-frecuencia 
de f en la escala s

)()(.,1)()(.,1)(
0

0

0
00

2 tsLf
sCs

dstsWf
C

tf s

s

s φψ
ψψ

∗+∗= ∫
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Función escalamiento del Sombrero Mejicano

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

2

2

4/1 2
exp1

3
2)(

σσσπ
ψ ttt

Sombrero Mejicano Normalizada

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

2
exp1

3
2)(ˆ

22

2
2

4/12/3 ωσ
σ

ωπσωφ
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